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VORREDE. 


Das vorliegende Lehrbuch dient dem Studium der Geo- 
metrie sowohl auf der Schule als auf der Universität. 

Die behandelten Gegenstände, sowie die nothwendigen 
Voraussetzungen, sind der Sphäre des Schulunterrichts ent- 
nommen. Die einzige Ausnahme hiervon bildet die siebente 
Vorlesung. Sie durfte indess nicht wegbleiben, weil sie ein 
sprechendes Zeugniss ablegt für den innigen Zusammenhang 
der Geometrie mit der Algebra. 

Die Vorlesungen sind wesentlich akademische. Darum 
beschränken sie sich nicht auf die der Schule gezogenen 
Grenzen, sondern geben in erweitertem Rahmen ein Bild 
der Wissenschaft in ihrer jetzigen Form. 

Ihre Aufgabe ist gefällig anzuregen und zu weiteren 
Entdeckungen zu ermuntern. Dabei können sie aber doch 
dem Zuhörer oder Leser die Mühe der Arbeit und des 
Nachdenkens nicht ersparen, ohne welche man weder in 
der Wissenschaft noch in dem Leben Gewinn und Befrie- 
digung hat. 

Heidelberg, im November 1865. 
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Erste Vorlesung. 

Einleitung. 

Die Geometrie lehrt Sätze entdecken und beweisen, 
welche Eigenschaften der Figuren ausdrücken. Sie erreicht 
ihre Zwecke vorzugsweise durch zwei Methoden, durch die 
synthetische und durch die analytische Methode. 

Die synthetische Geometrie sucht ihre Wahrheiten 
durch blosse Anschauung, durch Operationen an und mit der 
Figur zu erreichen. Die Figur, die mit ihren Eigenschaften 
ihr Zweck ist, dient ihr zugleich als Mittel zum Zwecke. 
Die von Euklid mit ihren Beweisen vorgetragenen geome- 
trischen Sätze können als Bestätigung des Gesagten dienen. 

Die analytische Geometrie, wie sie von Cartesius 
erfunden und nach ihm weiter ausgebildet worden ist, unter- 
scheidet drei von einander gesonderte Operationen, welche 
die Methode zugleich charakterisiren. Die erste besteht in 
der Uebertragung einer gegebenen Figur in äquivalente Glei- 
chungen nach ganz bestimmten Regeln, der Art, dass man 
auch umgekehrt von jenen Gleichungen ausgehend durch 
geometrische Deutung derselben wieder zu der gegebenen 
Figur zurückkehren kann. Die Combination und die Trans- 
formation dieser Gleichungen ist die zweite Operation der 
analytischen Geometrie. Sie ist ausschliesslich eine Sache 
des Calculs. Die combinirten und transformirten Gleichungen 
sind aber wieder die äquivalenten analytischen Ausdrücke 
für eine gewisse Nebenfigur, die zugleich mit der gegebenen 
Figur besteht. Deutet man daher die combinirten und trans- 
formirten Gleichungen geometrisch nach den bereits erwähn- 
ten Regeln, — und dieses ist die letzte Operation der ana- 
lytischen Geometrie — so erhält man jene Nebenfigur, von 
der man weiss, dass sie zugleich mit der gegebenen Figur 

Tie 8 a e, analyt. (»eoraetr. d. Ebene. Auf). 1 
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besteht. Da aber das Bestehen einer Nebenfigur im Zusammen- 
hänge mit einer gegebenen Figur sich immer als ein geo- 
metrischer Satz auffassen lässt, so lehrt hiernach die analy- 
tische Geometrie geometrische Sätze finden und beweisen. Ein 
Beispiel soll dieses klarer machen. 

Es sei ein Dreieck gegeben zugleich mit den Halbirungs- 
linien der Winkel des Dreiecks. Die drei Seiten des Dreiecks 
und die drei Halbirungslinien sollen die gegebene Figur bilden. 
Die drei letzteren bilden ein zweiles Dreieck, dessen Ecken 
wir als die Nebenfigur betrachten. Wir drücken nun, indem 
wir mit der ersten Operation beginnen, die gegebene Figur 
durch Gleichungen aus. Wir operiren ferner mit diesen durch 
die Figur bestimmten Gleichungen so, dass wir schliesslich 
diejenigen Gleichungen erhalten, welche die Nebenfigur ana- 
lytisch ausdrücken. Wir finden, dass jede der drei Ecken 
der Nebenfigur durch ganz dieselben Gleichungen ausgedrückt 
wird. Daraus müssen wir schliessen, dass die drei Ecken der 
Nebenfigur ein und derselbe Punkt sind. Auf diese Weise 
gelangen wir zu dem Satze: 

„Die Halbirungslinien der drei Winkel eines Dreiecks 
schneiden sich in einem und demselben Punkte.“ 

Nehmen wir an, der geometrische Satz sei bekannt. Es 
handle sich darum, den Satz zu beweisen. Alsdann sind durch 
die Bedingungen des Satzes die Figur gegeben und zugleich 
die Gleichungen bestimmt, welche sie analytisch ausdrücken. 
Durch den Schluss des Satzes ist die Nebenfigur bestimmt 
und auch die Gleichungen, welche sie analytisch ausdrücken. 
Der Beweis des Satzes beruht dann nur noch auf den Com- 
binationen und Transformationen der Gleichungen der ge- 
gebenen Figur in der Weise, dass daraus die Gleichungen 
der Nebenfigur entstehen. Der Beweis ist nichts weiter als 
eine Sache der Rechnung. 

So führt im Allgemeinen die analytische Geometrie die 
Schwierigkeit des Beweises irgend eines geometrischen Satzes 
zurück auf die Schwierigkeit der Rechnung; durch Rechnung 
lässt sich der Beweis immer erzwingen. 

Man würde aber irren, wenn man den Schwerpunkt der 
analytischen Geometrie in der Rechnung suchen wollte. Das 
Resultat der Rechnung ist das Endziel, die Rechnung selbst 
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bleibt eine unliebsame Beigabe, die wir zur freieren Bewe- 
gung auf ein Minimum zu beschränken haben. Dieses Mini- 
mum durch möglichste Vermeidung von Rechnungen an- 
nähernd zu erreichen, wird eine der Aufgaben sein, welche 
zu lösen diese Vorlesungen sich durchgehend zur Pflicht 
machen. 

Die Gegenstände der analytischen Geometrie sind Raum- 
figuren und im Speciellen Figuren in einer und derselben 
Ebene. Indem wir die Betrachtung der Raumfiguren gänz- 
lich ausschliessen , werden wir uns in diesen Vorlesungen 
beschränken auf die Betrachtung von Figuren in einer und 
derselben Ebene. 

Wir werden mit den analytischen Ausdrücken der ein- 
fachsten Figur, dem Punkte, in der Ebene beginnen und all- 
mählig auf zusammengesetztere Figuren übergehen. 


Die analytische Geometrie braucht, um Figuren in Glei- 
chungen zu übertragen und umgekehrt Gleichungen in Figu- 
ren umzusetzen, einen einfachen Apparat, dasCJoordinaten- 
system, mit dessen Construction wir den Anfang zu machen 
haben. 

Wir ziehen in der Ebene zwei unbegrenzte gerade Linien, 
welche auf einander senkrecht stehen. Sie werden als feste 
gerade Linien genommen und führen den Namen der Coor- 
dinatenaxen. Um sie von einander zu unterscheiden, nennt 
man die eine die xAxe, die andere die y Axe, oder auch 
die erstere die Abscissenaxe, dib zweite die Ordinaten- 
axe. Sie schneiden sich in einem Punkte 0, dem Coordi- 
natenanfangspunkte. Auf jeder dieser beiden Coordi- 
natenaxen unterscheidet man, von dem Coordinatenanfangs- 
punkte ausgehend, zwei einander entgegengesetzte Richtungen. 
Die eine, gleich viel welche, nennt man die positive, die 
andere die negative Richtung der Coordinatenaxe. Wir 
werden die Richtungen OX und OY für die positiven Rich- 
tungen respective der x Axe und der y Axe nehmen. 

Durch die Lage eines Punktes p sind nun unzweideutig 
seine Abstände vp und up von den Ooordinatenaxen be- 
stimmt. Sie führen den Namen der Coordinaten des 
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Punktes und werden respective mit den Buchstaben x und y 
bezeichnet, wenn der Punkt als ein beliebiger gelten soll. 

Wenn ein bestimmter Punkt die Coordinaten a und b 
bat, so drücken wir dieses analytisch durch die Gleichungen 
aus : 

x — a, y — b 

und nennen sie die Gleichungen des Punktes. Derselbe 
Punkt wird auf diese Weise immer durch dieselben Glei- 
chungen analytisch ausgedrückt. 

Gehen wir umgekehrt von jenen 
Gleichungen des Punktes aus und 
suchen ihr geometrisches Bild, den 
Punkt, so kommen wir auf vier 
verschiedene Punkte p, p lt Pj, 
zurück, von welchen jeder durch 
die beiden Gleichungen analytisch 
dargestellt wird. Will man aber, 
dass jene Gleichungen nur einen 
einzigen Punkt p analytisch dar- 
stellen, so genügt es, der Rich- 
tung seiner Coordinaten Rechnung zu tragen. Wir werden 
deshalb die Abstände eines Punktes von den Coordinaten- 
axen, die Coordinaten des Punktes, als positive Grössen be- 
trachten, wenn sie genommen sind in der positiven Richtung 
der Coordinatenaxen, im andern Falle als negative Grössen. 

Nach dieser Bestimmung gruppiren sich, in der Voraus- 
s^ yig^ dass a und h-JM aitive Grössen seien, die Coordinaten 
der genannt^ j fflj ufltte p nach folgender Tafel: 

y 

b 
b 

— b 

— b 

und jeder der vier Punkte p wird durch ein anderes Glei- 
chungenpaar analytisch dargestellt. 

Wenn wir demnach unter a und b irgend zwei reelle 
Grössen verstehen, so hat jeder Punkt in der Ebene seinen 
analytischen Ausdruck in zwei Gleichungen von der ange- 
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gebenen Form, und jede zwei Gleichungen von jener Form 
repräsentiren einen ganz bestimmten Punkt in der Ebene. 
Wir können deshalb sagen, der Punkt sei das geometrische 
Aequivalent — oder Bild — seiner Gleichungen und die Glei- 
chungen seien das analytische Aequivalent — der analytische 
Ausdruck — des Punktes. 

Um weitere Fragen anzuregen, drücken wir dasselbe nur 
anders aus, indem wir sagen: Wenn die Coordinaten eines 
Punktes — für x und y gesetzt — jenen beiden Gleichungen 
zugleich genügen, so hat der Pimkt die Eigenschaft, ein ganz 
bestimmter zu sein. Hieran schliesst sich naturgemäss die 
Frage, welche Eigenschaften die Punkte haben, deren Coor- 
dinaten nur einer von jenen Gleichungen genügen, z. B. 
der ersten : ’ 

x = a. 

Die Antwort versteht sich von selbst. Sie liegen alle 
auf der, der y Axe parallelen, Linie, welche von dieser Axe 
um a absteht. Aber auch jeder Punkt jener Linie hat die 
Eigenschaft, dass seine Coordinaten der genannten Gleichung 
genügen. 

Wir nehmen deshalb die genannte Gleichung für den 
analytischen Ausdruck — für die Gleichung — jener der 
y Axe parallelen Linie, und die gerade Linie selbst für das 
geometrische Bild jener Gleichung. 

Die analoge Betrachtung der Gleichung: 

y = b 

giebt das geometrische Aequivalent für die der x Axe pa- 
rallele Linie, welche von ihr um die Entfernung b absteht. 

Wir sind hiernach in der Lage, jeden Punkt in der Ebene, 
und jede gerade Linie, welche einer der Coordinatenaxen pa- 
rallel ist, analytisch auszudrücken und umgekehrt jede zwei 
Gleichungen in der besprochenen Form oder auch jede ein- 
zelne geometrisch zu deuten. 

Jede von diesen Gleichungen für sich stellt eine gerade 
Linie dar; beide in Verbindung mit einander stellen den 
Schnittpunkt der beiden geraden Linien dar. 

Die Coordinaten xy eines Punktes sind aber auch un- 
zweideutig bestimmt durch die linearen Gleichungen: 


Digitized by Google 



6 


Erste Vorlesung. 


ax + by -|- c = 0 
a { x -f b x y + c, = 0. 

Die oben angeregte Frage führt demnach in weiterer 
Ausdehnung darauf hin, zu ermitteln, welches die geome- 
trische Bedeutung sei einer dieser Gleichungen, das heisst, 
welches die Eigenschaften seien derjenigen Punkte, deren 
Coordinaten einer dieser Gleichungen genügen. Die Be- 
antwortung dieser Frage werden wir in der nächsten Vor- 
lesung geben. Wir werden dort zeigen, wie jede dieser Glei- 
chungen für sich eine gerade Linie geometrisch reprüsentirt, 
was sich im Speciellen schon so einsehen lässt, wenn man 
a und «, oder b und 6, gleich 0 setzt. Denn in diesen 
Fällen haben wir die vorausgegangenen Gleichungen, deren 
geometrisches Aequivalent wir bereits festgestellt haben. 

Wenn der Punkt als die einfachste geometrische Figur 
gilt, so muss man zwei Punkte für die nächste complicirtere 
Figur nehmen. Durch zwei Punkte ist aber ebensowohl die 
Lage der geraden Linie bestimmt, welche durch sie geht, als 
das von den beiden Punkten begrenzte Stück auf ihr. Diese 
gerade Linie gehört im Allgemeinen nicht zu den Linien, 
welche wir bereits betrachtet haben; wir werden in der fol- 
genden Vorlesung auf sie zurückkommen. Wenn wir aber 
das von den beiden Punkten begrenzte Stück der geraden 
Linie in das Auge fassen, so können wir uns die Aufgabe 
stellen: 

Wenn die Coordinaten x, y und x,, y t zweier 
Punkte gegeben sind, die Entfernung D derselben 
von einander durch die gegebenen Coordinaten 

Man sieht in der zugehörigen 
Figur das Rechteck, dessen Dia- 
gonale D von den beiden durch 
ihre Coordinaten gegebenen Punk- 
ten begrenzt wird. Die Seiten die- 
ses Rechteckes sind ihrer Grösse 
nach x — x, und y — y v Nach 
dem Pythagoräischen Lehrsätze hat 
man daher: 


auszudrücken. 

Fig. 2. 


Y 
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( 1 ) D' - (X - X t y + (y - y,)*. 

An diese Gleichung, welche die vorgelegte Aufgabe löset, 
knöpfen wir einige Bemerkungen. 

Man soll über Gleichungen, durch welche geometrische 
Aufgaben gelöset werden, nicht flüchtig fortgehen. Denn die 
Gleichungen sind vielfacher Deutungen fähig und lösen zu- 
gleich andere geometrische Aufgaben. Im Allgemeinen ist 
es zwar eine Kunst, für welche sich keine bestimmten Regeln 
angeben lassen, jene anderen geometrischen Aufgaben zu 
entdecken, aber es ist ein in der Analysis wie in der Geo- 
metrie bekanntes Mittel zur Entdeckung neuer Wahrheiten, 
dass man die Aufgaben umkehrt. Wir wollen dieses Mittel 
an unserer Aufgabe versuchen. 

Während in der Aufgabe die beiden Punkte gegeben 
waren und ihre Entfernung gesucht wurde, so kehren wir 
die Aufgabe um, wenn wir den einen Punkt und die Ent- 
fernung als gegeben betrachten, dagegen den anderen Punkt 
suchen. Sind x t y { die gegebenen Coordinaten des ersten 
Punktes, xy die Coordinaten des gesuchten Punktes und D 
die gegebene Entfernung der beiden Punkte von einander, 
so ist die Gleichung (1) die Bedingung, welche die Coordi- 
naten des gesuchten Punktes zu erfüllen haben. Nun weiss 
man aber, dass der gesuchte Punkt ein beliebiger Punkt in 
der Peripherie des Kreises ist, der mit dem Radius D nm 
den gegebenen Punkt als Mittelpunkt construirt ist. Daraus 
folgt, dass die Coordinaten xy eines jeden Punktes in der 
Peripherie des Kreises der Gleichung (1) genügen. Da ferner 
die Coordinaten keines anderen Punktes der Gleichung ge- 
nügen, so wird man die Gleichung (1) mit den variabelen 
Coordinaten xy des Punktes für den analytischen Ausdruck 
des Kreises, für die Gleichung des Kreises zu nehmen 
haben, wenn man darunter versteht, dass die Coordinaten 
eines jeden Punktes in der Peripherie jener Gleichung ge- 
nügen, und dass alle Punkte, deren Coordinaten jener Glei- 
chung genügen, in der Peripherie des Kreises liegen. 

Wenn drei Punkte gegeben sind, so ist damit zugleich 
das Dreieck bestimmt, dessen Ecken die gegebenen Punkte 
sind. Indem wir auf den Flächeninhalt dieses Dreiecks unser 
Augenmerk richten, werden wir vorerst die Aufgabe lösen; 
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Den Flächeninhalt A 
men, dessen eine Ecke in 

Fig. 3. 



doppelten Flächeninhalte dies 


ünes Dreiecks zu bestim- 
dem Coordinatenanfangs- 
punkt liegt, dessen beide 
andere Ecken durch ihre 
Coordinaten «, b u a 2 b 2 ge- 
geben sind. 

In der Figur ist das ge- 
gebene Dreieck durch die 
Coordinaten o, b, und durch 
die punktirte gerade Linie 
in demselben in drei Dreiecke 
A u 4 2 , z/ 3 zertheilt. Die 
: Theile sind: 


^1 = («1 a l ) — M 

2 A^ = (b., b|) « 2 

2^/j = (a, — a 2 ) 6,. 

Da aber 2 A = 2 z/, + 2 J 2 + 2 A a , so hat man : 


(2) 2 A = a,b 2 — • 

Es darf nicht unerwähnt bleiben, dass dieser Ausdruck 
für 2 A dem Werthe nach zwar ungeändert bleibt, wenn man 
die beiden Ecken des Dreiecks, welche nicht in dem Coor- 
dinatenanfang8puukt liegen, mit einander vertauscht, dass er 
aber sein Vorzeichen ändert. Hiernach giebt jener Ausdruck 
von 2 A zwar immer den doppelten Flächeninhalt des Drei- 
ecks, aber mit dem positiven oder negativen Vorzeichen je 
nach der Bezeichnung der Ecken. 

Mit Hülfe dieses Resultates werden wir sogleich die all- 
gemeine Aufgabe lösen: 

Den Flächeninhalt A eines Dreiecks zu bestim- 
men, dessen Ecken durch ihre Coordinaten xy, x t y lf 
x iVi gegeben sind. 

Denken wir uns zu diesem Zwecke ein zweites paralleles 
Coordinatensystem , dessen Coordinatenaxen durch die punk- 
tirten in 0 zusammenlaufenden geraden Linien dargestellt 
werden. Nehmen wir an, die Coordinaten des Anfangs- 
punktes des ursprünglichen Systemes in dem zweiten Coor- 
dinatensystemc seien xy, die Coordinaten der beiden anderen 
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*Eckcn des vorhin betrachteten Dreiecks seien respeetive a^y, 
und x 2 y 2 , so hat man: 

=== X^ ' CCj Ctj ~ ■ • X2 X 

*1 = 1/1 — y> = y-i~y 

und wenn man diese Werthe in (2) einsetzt, erhält man 
schliesslich : 

(3) . 2z/ = x t y 2 — x 2 y x + x 2 y — xy 2 + xy i — x l y, 

einen Ausdruck für den doppelten Inhalt des Dreiecks, der 
durch Vertauschung irgend zweier Ecken nur sein Vorzeichen 
wechselt. Es ist daher der absolute Werth des Ausdruckes 
für den doppelten Inhalt des Dreiecks zu nehmen. 

Um Regeln anzugeben, wie die beiden Ausdrücke von 
2 A in (2) und (3) sich leicht unabhängig von dem Vorher- 
gehenden bilden lassen, stellen wir die beiden Gleichungen 
auf : 

a y x + 6, y -f- Cj = 0 
• a 2 x + b 2 y -f- c 2 = 0. 

Löset man diese beiden Gleichungen auf, so stellen sich 
die Werthe der Unbekannten x und y in der Form von 
Brüchen dar mit gleichen Nennern. Der gleiche Nenner ist 
gerade der Ausdruck von 2 z/ in (2). 

Hat man diesen Ausdruck gebildet, so erhält man die 
beiden ersten Glieder von 2 z/ in (3), wenn man die Buch- 
staben a mit x und b mit y vertauscht. Die nächstfolgenden 
beiden Glieder gehen aus diesen hervor, wenn man für die 
Indices 0 12 respeetive setzt 12 0, und die beiden letzten 
Glieder aus den beiden vorhergehenden auf dieselbe Weise. 
Nachträglich hat man nur den Index 0 ganz fortzulassen, 
überall wo er auftritt. 

Kehren wir unsere Aufgabe um, indem wir den Flächen- 
inhalt z/ und die Coordinatcn y, und x 2 y 2 der die Grund- 
linie begrenzenden Ecken des Dreiecks als gegeben betrach- 
ten, die Coordinatcn xy der Spitze des Dreiecks aber suchen, 
so sehen wir, dass dieselben der Gleichung (3) genügen 
müssen. Da aber die Spitzen aller Dreiecke von gegebener 
Grundlinie und gegebenem Flächeninhalte in einer bestimm- 
ten, der Grundlinie des Dreiecks parallelen, Linie liegen, so 
wird man die Gleichung (3) für die Gleichung der genannten 
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parallelen Linie zu nehmen haben. Denn keine von der pa- • 
rallelen Linie entfernte Spitze genügt den Bedingungen der 
umgekehrten Aufgabe. 

Die Gleichung (3) mit den variabelen Coordinaten xy 
lässt sich, wenn man unter a, b, c constante Grössen ver- 
steht, auf die Form zurückführen : 

2 J — ax + by -f- c. 

Es ist dieses die allgemeine Form der Gleichung einer 
geraden Linie, denn durch Veränderung der gegebenen Grössen 
in der umgekehrten Aufgabe kann man jede beliebige gerade 
Linie als den geometrischen Ort der Spitze des Dreiecks er- 
halten. _ 

Wir regen hier nur die umgekehrte Frage an, ob jene 
Gleichung mit irgend welchen gegebenen reellen Coefficienten 
n, b, c sich immer als eine gerade Linie geometrisch deuten 
lässt? In der nächstfolgenden Vorlesung werden wir die 
Frage wieder aufnehmen. 

Die Richtung einer geraden Linie ist gegeben ourch den 
Winkel, den dieselbe mit einer der Coordinatenaxen bildet. 
Der Symmetrie wegen ziehen wir es jedoch vor, die Rich- 
tung einer geraden Linie durch die Winkel a und ß zu be- 
zeichnen, welche dieselbe respective mit der positiven zAxe 
und y Axe bildet. 

Da die Summe der beiden Winkel immer einen Rechten 
beträgt, so hat man cos ß = sin a und daher: 

(4) cos* « -(- cos 2 ß — \ 

eine Gleichung, welche wir bei unserer Bezeichnung als sich 
von selbst verstehend zu nehmen haben. 

Da es sich nur um die Richtung der geraden Linie han- 
delt, so können wir der Einfachheit wegen annehmen, dass 
die gerade Linie durch den Coordinatenanfangspunkt gehe. 
Schneiden wir auf dieser geraden Linie, vom Coordinaten- 
anfangspunkt ausgehend, ein Stück ab gleich der Einheit, 
so sind die Coordinaten des zweiten, dieses Stück begren- 
zenden, Punktes cos a und cos ß. 

Wenn wir zwei durch ihre Richtungen gegebene gerade 
Linien combiniren, wie in der ersten Aufgabe zwei Punkte, 
so können wir uns die analoge Aufgabe stellen: 
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Den Winkel v zu bestimmen, den zwei gerade 
Linien einschliessen, deren Richtungen gegeben 
sind durch die Winkel aß und a t ß,, welche sie mit 
den Coordinatenaxen bilden. 

Wir nehmen an, dass jede der beiden geraden Linien 
durch den Coordinatenanfangspunkt gehe. Wir schneiden 
vom Coordinatenanfangspunkt auf jeder derselben ein Stück 
ab gleich der Einheit und verbinden die Endpunkte der ab- 
geschnittenen Stücke durch eine gerade Linie. Dadurch ent- 
steht ein gleichschenkliges Dreieck. Das Quadrat der un- 
gleichen Seite drücken wir doppelt aus; ein Mal durch die 
zwei gleichen Seiten des Dreiecks und den eingeschlossenen 
Winkel nach der bekannten Formel der Trigonometrie : 
c 2 == o 2 -f- b' 1 — 2 ab cos C: 

2 — 2 cos v , 

das andere Mal durch die Coordinaten cos a, cos ß, und cos <r„ 
cos ß, der die ungleiche Seite begrenzenden Ecken des Drei- 
ecks mit Hülfe der Gleichung (1): 

(cos a — cos a,) 2 -j- (cos ß — cos ß,) 2 . 

Setzen wir beide Ausdrücke einander gleich, so erhalten 
wir mit Rücksicht auf (4): 

(5) cos v = cos a cos a, -f- cos ß cos ß { . 

Ob der Winkel v ein spitzer oder stumpfer ist, hängt 
ab von dem Vorzeichen des Ausdruckes für cos v. 

Wenn man den Sinus des Winkels v durch seinen Co- 
sinus ausdrückt, so erhält man aus (5), abgesehen von dem 
Vorzeichen, welches dem Sinus beizugeben ist: 

(6) sin v = cos a cos ß , — cos a, cos ß. 

Diese Gleichung ist ein specieller Fall der Gleichung (2). 
Denn wenn das Dreieck z/ zwei von dem Coordinatenanfangs- 
punkt ausgehende gleiche Seiten hat, jede gleich der Längen- 
einheit, den Winkel v einschliessend , so wird 2 z/ = sin v, 
und die Coordinaten der beiden anderen Ecken des Dreiecks 
werden die Cosinus der Winkel, welche die gleichen Schenkel 
mit den Coordinateuaxen bilden. 
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Zweite Vorlesung. 

Die gerade Linie. 

Wir haben in der vorigen Vorlesung in (3) die Gleichung 
einer geraden Linie gegeben. Diese Gleichung ist nichts 
anderes als der analytische Ausdruck für eine bestimmte 
charakteristische Eigenschaft eines variabelen Punktes p in 
der geraden Linie. 

Um dieses klar zu machen, ziehen wir eine begrenzte 
gerade Linie p, p 2 parallel der genannten, jedoch so, dass 
das Dreieck p p, p 2 mit der gegebenen Grundlinie p s p., einen 
gegebenen Flächeninhalt A hat. Wir bezeichnen die Coor- 
dinaten der Ecken p p, p, des Dreiecks mit xy, p, , x 2 y r 
Alsdann stellt der rechte Theil der Gleichung (3) den dop- 
pelten Flächeninhalt des Dreiecks dar mit der variabelen Spitze 
p und der gegebenen Grundlinie p, p 2 , und die Gleichung 
selbst sagt aus, der Flächeninhalt soll ein gegebener sein. 
Da aber Dreiecke von gleicher Grundlinie und gleichem 
Flächeninhalte auch gleiche Höhen haben, so drücken wir 
dasselbe, die Gleichung (3), nur anders aus, wenn wir sagen, 
der senkrechte Abstand des variabelen Punktes p, der Spitze 
des Dreiecks, von der Grundlinie P\P-, soll unverändert bleiben. 
Das ist aber gerade der Charakter aller Punkte p einer ge- 
raden Linie, dass ihre senkrechten Abstände von einer ge- 
gebenen anderen geraden Linie p, p 2 unverändert bleiben. 

Sind die senkrechten Abstände sämmtlich gleich 0, so 
ist auch 2 A gleich 0. Setzt man daher in der betrachteten 
Gleichung (3) 2A gleich 0, so hat man die Gleichung der 
geraden Linie, welche durch irgend zwei durch ihre Coor- 
dinaten x t y t und x 2 y 2 gegebene Punkte geht. 

Man braucht nur irgend eine charakteristische Eigen- 
schaft des variabelen Punktes auf einer geraden Linie durch 
die Coordinaten des Punktes in Form einer Gleichung aus- 
zudrücken; die Gleichung wird immer die Gleichung der ge- 
raden Linie sein. Ein Beispiel soll dieses erläutern. 

Wenn man in einem beliebigen, aber festen Punkte einer 
geraden Linie zwei gleich grosse Lothe errichtet nach den 
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entgegengesetzten Seiten der geraden Linie, so ist es eine 
charakteristische Eigenschaft eines beliebigen Punktes p in 
der geraden Linie, dass die Entfernungen dieses Punktes von 
den Endpunkten q, q der Lothe einander gleich sind. Nimmt 
man die Coordinaten der Punkte q und q als gegeben an, 
drückt die Quadrate der Entfernungen des durch seine Coor- 
dinaten xy bestimmten Punktes p von den beiden Punkten 
q und q mit Hülfe von (1) aus und setzt diese Quadrate ein- 
ander gleich, so wird man die Gleichung der geraden Linie 
erhalten müssen, weil diese Gleichung eben der analytische 
Ausdruck für die genannte charakteristische Eigenschaft ist. 

Der Einfachheit wegen werden wir jedoch annehmen, 
dass der Punkt q' der Coordinatenanfangspunkt sei. Alsdann 
erhält man den Punkt q, wenn man von dem Coordinaten- 
anfangspunkte ein Loth auf die gerade Linie fällt und dieses 
Loth noch um sich selbst verlängert. Der Endpunkt q dieser 
Verlängerung habe die Coordinaten ab. Drückt man nun 
jene charakteristische Eigenschaft (pq)" 1 = (pqY durch die 
Coordinaten der bezeichneten Punkte aus, so erhält man die 
Gleichung der geraden Linie: 

(1) & + V 1 = (« — + (y — ty, 

die man auch zurückführen kann auf: 

(2) ax + by — = 0. 

Man sieht hieraus, dass die Gleichung einer geraden 
Linie immer auf die Form zurückgeführt werden kann: 

(3) Ax + By + C = 0. 

Es drängt sich uns zunächst die schon in der vorher- 
gehenden Vorlesung angeregte Frage auf, ob jede Gleichung 
von der Form (3) eine gerade Linie repräsentirt, welche 
reellen Werthe auch die Coefficienten A, B, C haben. Wir 
werden diese Frage dadurch beantworten, dass wir die Glei- 
chung (3) mit einem solchen Factor p multipliciren , dass 
der linke Theil derselben in den linken Theil der Gleichung 
(2) übergeht. Da aber aus der Gleichung (2) die Gleichung 
(1) wieder hergestellt werden kann, so führen wir damit die 
mit dem Factor p multiplicirte Gleichung (3) auf die Glei- 
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cliuiig (1) zurück, deren geometrische Bedeutung von selbst 
einleuchtet. 

Da der linke, mit dem Factor p multiplicirte, Theil der 
Gleichung (3) dem linken Theile der Gleichung (2) gleich 
sein soll, so hat man: 

(iA = a, pB =b, — 

woraus sich die reellen Werthe von p, a, b ergeben: 

— 2 G _ — 2 CA t - 2 CB 

P — A*+B*> a ~ °~A t + B*‘ 

Die Gleichung (3) mit den willkürlichen Constanten A, 
B, C wird die allgemeine Form der Gleichung einer 
geraden Linie genannt zum Unterschiede von der nächst- 
folgenden, die in vielen Fällen grosse Vortheile bietet. 

Auf die eben angedeutete Form gelangt man, wenn man 
in (2) statt der Coordinaten a, b des Punktes q die Winkel 
a . ß einführt, welche das von dem Coordinatenanfangspunkte 
auf die gerade Linie gefällte Loth mit den positiven Coor- 
dinatenaxen bildet, und den senkrechten Abstand 6 — die 
Länge des Lothes — der geraden Linie von dem Coordi- 
natenanfangspunkte. Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass 
die Coordinaten des Punktes q und die Coordinateuaxen ein 
Rechteck begrenzen, dessen Diagonale 2 6 mit den Coordi- 
dinatenaxen die Winkel «, ß bildet. Wir haben hiernach: 

a = 2 6 cos a, b = 2 6 cos ß, 

und wenn wir diese Werthe von a und b in (2) einsetzen, 
erhalten wir mit Rücksicht auf (4) der ersten Vorlesung: 

(4) x cos « y cos ß — 6 = 0. 

Diese Form der Gleichung wird die Normalform der 
Gleichung einer geraden Linie genannt. In ihr bedeu- 
ten a und ß die Winkel, welche das vom Coordinatenanfangs- 
punkte auf die gerade Linie gefällte Loth mit den positiven 
Coordinateuaxen bildet, und 6 die Länge des Lothes, welche 
unter allen Umständen als eine positive Grösse genommen 
wird. 

Die Zusammenstellung der beiden Gleichungenformen für 
die gerade Linie führt auf die Aufgabe: 
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Die gegebene Gleichung einer geraden Linie in 
der allgemeinen Form (3) soll zurückgeführt werden 
auf die Normalform (4), oder, was dasselbe ist, die 
Winkel a, ß sollen bestimmt werden, welche das vom 
Coordinatenanfangspunkte auf die gerade Linie ge- 
fällte Loth mit den Cordinatenaxen bildet, und die 
Länge d des Lothes. 


Wenn (3) und (4) die Gleichungen derselben geraden 
Linie sind, so können sie sich nur durch einen Factor unter- 
scheiden. Multiplicirt man daher die Gleichung (3) mit einem 
Factor (i, so wird sich derselbe so bestimmen lassen, dass 
die Gleichungen (3) und (4) Glied für Glied mit einander 
übereinstimmen. 

Man hat daher: 


fiA = cos ce, = cos ß, fiG — — d' . 

Aus diesen drei Gleichungen kann man mit Zuziehung 
der Gleichung cos 2 a -+- cos 2 ß = 1 die vier Unbekannten 
a, ß, S, ft berechnen, wodurch man erhält: 


(5) 


cos a — 


± VÄ* + ff* 

COS ß — — r— 

r ± Va * + B 1 


/t = 


± } r Ä*-+B i 

1 


Was das doppelte Vorzeichen der Quadratwurzel y 
betrifft, so hat man in allen diesen Formeln das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen von C in der Gleichung (4) zu nehmen, 
damit d wirklich positiv wird. Wir machen hier besonders 

noch auf den Factor u = •^ / - 1 aufmerksam, durch 

± VA* + B* ’ 

welchen die allgemeine Form der Gleichung einer geraden 
Linie zurückgeführt wird auf die Normalform. 

Obwohl wir zwei Gleichungenformen der geraden Linie 
hervorgehoben haben, die allgemeine (3) und die specielle 
( 4 ), so werden wir, wenn wir die specielle Form für die 
Lösung unserer Aufgaben geeigneter erachten, was oft der 
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Fall sein wird, nicht nöthig haben, die Aufgaben besonders 
noch für die allgemeine Form zu lösen. Die Formeln (5) 
vermitteln immer den Uebergang von der allgemeinen Form 
(3) zur speciellen Form (4). 

Die Gleichung einer geraden Linie zu bestimmen, 
welche einer gegebenen (4) parallel ist und von dem 
Coordinatenanfangspunkt nach entgegengesetzter 
Richtung denselben Abstand hat. 

Man sieht ohne Mühe, dass: 

X cos a -{- y cos ß + = 0 

die Gleichung der geraden Linie sein muss. Aber diese Form 
ist nicht die Normalform der Gleichung: ihr ganz coustantes 
Glied müsste negativ sein. 

Wir führen diese Gleichung durch Multiplication mit dem 
Factor ft = — 1 aus (5) auf die Normalform zurück, welche 
sich dann so darstellt: 

x cos (222 -|- «) + y cos (2 11 -f- ß) — d = 0. 

Will man nachweisen, dass ein durch seine Coordinateu 
gegebener Punkt in einer durch ihre Gleichung gegebenen 
geraden Linie liegt, so braucht man nur in die Gleichung 
die Coordinateu des gegebenen Punktes für die Variabelen 
zu setzen. Wird der Gleichung dadurch genügt, so ist das 
ein Beweis, dass der Punkt in der geraden Linie liegt.*) 


*) Das angegebene Kriterium, dass ein Punkt in einer geraden 
Linie liege, dient zur directen Auflösung der Aufgabe: 

Die Gleichung der geraden Linie zu bestimmen, welche 
durch irgend zwei durch ihre Coordinaten x, y, und x,y, 
gegebene Punkte geht, 

deren Lösung sich aus den am Anfänge der Vorlesung angestellten all- 
gemeinen Betrachtungen nebenbei ergab. 

Die Gleichung der gesuchten geraden Linie hat niimlich die Form: 
Ax -j- By -f- C = 0. 

In ihr haben die Verhältnisse der drei Coefficienten A, B, C ganz 
bestimmte Wertlie, die gegeben sind durch die Bedingungen: 

Ax t + By y + U= 0 
Aatj-p By t -\- U = 0. 

Drückt mau nun die Verhältnisse der drei Coefficienten durch Auf- 
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Wird der Gleichung nicht genügt, so liegt der Punkt nicht 
in der geraden Linie, der Abstand des Punktes von der ge- 
raden Linie hat vielmehr einen von 0 verschiedenen Werth. 
Diese Bemerkung giebt Veranlassung zu der Aufgabe: 

Den senkrechten Abstand A eines durch seine 
Coordinaten X, V gegebenen Punktes P von einer 
durch ihre Gleichung in der Normalform (4) gegebe- 
nen geraden Linie zu bestimmen. 

Da der senkrechte Abstand des Coordinatenanfangspunk- 
tes d von der gegebenen geraden Linie unter allen Umstän- 
den eine positive Grösse ist, so wird der senkrechte Abstand 
A des gegebenen Punktes P von der gegebenen geraden 
Linie positiv oder negativ sein, je nachdem dieser Punkt mit 
dem Coordinatenanfangspunkte auf derselben Seite der ge- 
raden Linie liegt, oder auf der entgegengesetzten. Um nun 
ein positives A im Auge zu haben, werden wir annehmen, 
der gegebene Punkt P liege mit dem Coordinatenanfangs- 
punkte auf derselben Seite der durch ihre Gleichung: 
x cos « -(- y cos ß — 6 = 0 
gegebenen geraden Linie. 

Ziehen wir eine zweite parallele gerade Linie durch den 
gegebenen Punkt P, so muss ihre Gleichung sein 
x cos a -f- y cos ß — <5' = 0, 

wenn d' den senkrechten Abstand der geraden Linie von dem 
Coordinatenanfangspunkte bedeutet. Da der gegebene Punkt 
P aber auf dieser letzteren geraden Linie liegt, so hat man: 


lö8ung der beiden letzten Gleicbungen aus, und setzt dieselben in die 
erste Gleichung, so erhält man gerade die Gleichung: 

2 = 0 , 

-wenn man unter 2 A den in (3) der ersten Vorlesung gegebenen Aus- 
druck versteht. 

Wir können daher sagen , die gesuchte Gleichung 2 A = 0 der ge- 
raden Linie sei das Resultat der Elimination der Unbekannten A, B, C 
aus den drei ersten Gleichungen. 

Die Aufgabe ist hierdurch zwar gelöset, aber die Auflösung giebt 
nicht die geometrische Bedeutung des Ausdruckes 2 A, wie in der ersten 
Vorlesung, wenn der variabele Punkt xy und die beiden gegebenen 
Punkte x,y, und x t y t nicht in einer und derselben geraden Linie liegen, 

Hesse, analyt. (ieomctr. d. Kbeno. 2. Aufl. 2 
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X cos a -f- Y cos ß — ö‘ = 0. 

Da ferner ist: 

A «= d — d', 

so erhält man, wenn man den Werth von S’ aus der vorher- 
gehenden Gleichung in diese setzt: 

— A = X cos a ~l~ Y cos ß — Ö. 

Für den späteren Gebrauch ist es nützlich, dieses Re- 
sultat als eine Regel darzustelleu, welcher wir folgenden 
Ausdruck geben: 

(6) . . . Wenn man den linken Theil einer in der 
Normalform (4) gegebenen Gleichung einer ge- 
raden Linie von ihrem rechten Theile, der = 0 ist, 
trennt, so drückt derselbe den negativen senk- 
rechten Abstand aus des durch die Coordinaten x, 
y gegebenen Punktes von der geraden Linie. 

Figuren, welche aus mehren geraden Linien zusammen- 
gesetzt sind, werden durch eben so viele Gleichungen von 
der Form (3) oder (4) analytisch dargestellt. Um diese Glei- 
chungen nicht jedes Mal ausführlich hinzuschreiben, führen 
wir die Symbole U uud A ein für die Ausdrücke: 


(7) U=Ax + By + C 

(8) A = x cos a + y cos ß — d 


Wir werden ferner mit Z7 0 , U t . . . und mit A 0 , A, . . . 
andere Ausdrücke bezeichnen von denselben Formen als re- 
spective U und A, aber mit veränderten Werthen der Coeffi- 
cienten. 

Dadurch verschaffen wir uns das Mittel, irgend ein System 
von beliebig vielen geraden Linien analytisch leicht darzu- 
stellen in der allgemeinen Form: 

U n = 0 , 17, = 0 . . . 
oder in der Normalform: 

A 0 = 0 , A, = 0 . . . 

Von dieser Bezeichnung werden wir Gebrauch machen, 
um mit Hülfe der Regel (6) den geometrischen Ort eines 
Punktes p zu bestimmen, der von zwei durch ihre Gleichun- 
gen in der Normalform: 
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(-9) A = 0 und A, = 0 

gegebenen geraden Linien gleich weit absteht. 

Liegt der Punkt p, dessen Coordinaten seien x, y, in 
dem von den beiden gegebenen geraden Linien gebildeten 
Winkel, in welchem auch der Coordinatenanfangspunkt liegt, 
so sind die senkrechten Abstände des Punktes von den beiden 


geraden Linien — A und — A t j liegt der Punkt p aber in 
dem Scheitelwinkel, so sind sie + A und -f- A v 

In dem einen, wie in dem andern Falle, erhalten wir 
die Gleichung: 

(10) A — A l = 0 


als Bedingung, dass die senkrechten Abstände einander gleich 
seien. 

Es ist dieses offenbar die Gleichung einer geraden Linie. 
Die gerade Linie selbst ist der geometrische Ort des Punk- 
tes p. Nun weiss man aber, dass der geometrische Ort des 
Punktes p die Halbirungslinie ist des von den beiden ge- 
gebenen geraden Linien gebildeten Winkels. Daraus muss 
man schliessen, dass die Gleichung (10) die Halbirungslinie 
des Winkels darstellt, den die beiden geraden Linien (9) 
einschliessen. Da aber zwei unbegrenzte gerade Linien zwei 
Winkel bilden, so muss man, um jede Zweideutigkeit zu be- 
seitigen, mit Rücksicht auf das Vorhergehende noch hinzu- 
fügen, dass der Winkel gemeint sei, in welchem der Coor- 
dinatenanfangspunkt liegt, oder sein Scheitelwinkel. 

Liegt der Punkt p in einem der Nebenwinkel, so können 
die senkrechten Abstände dieses Punktes von den beiden ge- 
gebenen geraden Linien zwar auch einander gleich sein, sie 
haben aber entgegengesetzte Vorzeichen. Sucht man nun 
den geometrischen Ort des Punktes p, dessen senkrechte Ab- 
stände von den beiden gegebenen geraden Linien gleich, aber 
von entgegengesetzten Vorzeichen sind, so drückt sich diese 
Bedingung durch die Gleichung aus: 

( 11 ) A + A,=0. 

Es ist dieses die Gleichung der, die Nebenwinkel halbi- 
renden, geraden Linie. 

Wir fassen die Resultate unserer Untersuchung kurz zu- 
sammen, wenn wir sagen: 

2 * 
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(12) . . . Wenn A — 0 und A t =0 die Gleichungen 
zweier gegebenen geraden Linien in der Normal- 
form sind, so sind .4 — A l = 0 und A -f- A x = 0 die 
Gleichungen der geraden Linien, welche die Win- 
kel halbiren, die die gegebenen geraden Linien 
mit einander bilden. 

Wir wollen auch über dieses so einfache Resultat nicht 
fortgehen, ohne daran eine Bemerkung zu knüpfen, welche 
auf weitere Fragen führt. 

Die geraden Linien (10) und (11) gehen durch den 
Schnittpunkt der gegebenen beiden geraden Linien. Ihre 
Gleichungen sind linear zusammengesetzt aus den Gleichungen 
der gegebenen geraden Linien. Hiernach kann man fragen, 
ob jede Gleichung, die in linearer Weise zusammengesetzt 
ist aus den Gleichungen zweier geraden Linien, eine gerade 
Linie repräsentirt, welche durch den Schnittpunkt jener geht? 

Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir die allge- 
meine Form der Gleichungen zweier geraden Linien: 

Z7= 0, t7, = 0 

und combiniren aus ihnen in linearer Weise die Gleichung 
einer dritten geraden Linie: 

X U + >1, U, = 0. 

Ob diese gerade Linie durch den Schnittpunkt der beiden 
ersten geht, erfahren wir, wenn wir die Coordinaten x und y 
aus den beiden ersten Gleichungen berechnen und ihre Wertlie 
in die dritte Gleichung setzen. Wird dieser Gleichung da- 
durch genügt, so ist das ein Beweis, dass die dritte gerade 
Linie durch den Schnittpunkt der beiden ersten geht. Die 
drei geraden Linien schneiden sich dann in einem und dem- 
selben Punkte. Eine einfache Betrachtung wird aber zeigen, 
dass es der angedeuteten Berechnung gar nicht bedarf. 

Denken wir uns die Wertlie der Coordinaten aus den 
beiden ersten Gleichungen berechnet und setzen diese Wertlie 
in U und U i ein, so müssen diese Ausdrücke einzeln ver- 
schwinden (zu 0 werden). Denn dieses ist ja die Probe für 
die Richtigkeit der Rechnung. Setzt man nun dieselben 
Werthe in die dritte Gleichung, so verschwinden die ein- 
zelnen Glieder links vom Gleichheitszeichen. Es wird der 
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Gleichung dadurch genügt. Demnach schneiden sich die 
durch die drei Gleichungen analytisch dargestellten geraden 
Linien in einem und demselben Punkte. Wir drücken dieses 
anders aus, wenn wir sagen: 

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen von drei 
geraden Linien £7 = 0, £7, = 0, Z7 2 = 0 die Identität 
obwaltet: 

A U -f- Aj £7j A. 2 £7 2 == 0, 

so schneiden sich die drei geraden Linien in einem 
und demselben Punkte. 

Die genannte identische Gleichung sagt nämlich nichts 
anderes aus, als dass unter dem Ausdruck — A 2 lf., der Aus- 
druck A £7 -f- A, Ui verstanden werden soll. 

Man kann aber auch den Satz umkehren: 

(14) . . . Wenn U = 0, £7, = 0, £7 2 = 0 die Gleichun- 
gen von drei geraden Linien sind, welche sich in 
einem und demselben Punkte schneiden, so kann 
man immer drei Factoren A, A t , A 2 so bestimmen, 
dass man identisch hat: 

A£7-f A, £7, + A 2 £/jE=0. 

Nach dem vorhergehenden Satze (13) ist A £7 -f- A, £7j = 0 
die Gleichung einer geraden Linie, welche durch den ge- 
meinsamen Schnittpunkt der genannten drei geraden Linien 
geht. Da diese Gleichung noch die willkürlichen Constanten 
A, A, enthält, so kann man letztere so bestimmen, dass jene 
gerade Linie durch einen gegebenen Punkt der geraden Linie 
£7 2 == 0 geht. Denn dieses verlangt nur, dass einer Bedin- 
guugsgleichung zwischen den Constanten genügt werde. 
Damit fallen aber die beiden geraden Linien A £7 -|- A, £7, = 0 
und £7 2 = 0 zusammen, was eben jene identische Gleichung 
ausdrückt. 

Um gleich eine Anwendung der voräusgegangenen Prin- 
eipien zu machen, betrachten wir ein Dreieck, dessen Seiten 
0, 1, 2 gegeben seien durch ihre Gleichungen in der Normal- 
form: 

A 0 — 0, =* 0, A 2 = 0. 
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Wenn wir annehmen, dass der Coordinatenanfangspunkt 
innerhalb des Dreiecks liegt, so sind die Gleichungen der 
Halbirungslinien der Winkel des Dreiecks: 

A t — A 2 = 0, A 2 — A, , = 0, A u — A, = 0. 

Da die Summe der linken Tlieile dieser drei Gleichungen 
identisch gleich 0 ist, also : 

(A i — A t ) -f- (Aj — A 0 ) + ( A n — -4|) — 0, 
so haben wir durch diese Bemerkung nach (13) den Satz 
bewiesen : 

Die Halbirungslinien der Winkel eines Drei- 
ecks schneiden sich in einem und demselben 
Punkte *). 


*) An den Beweis des bczeichneten geometrischen Satzes wollen 
wir eine Bemerkung knüpfen. Derselbe wurde geführt mit sehr ein- 
fachen, in dieser Vorlesung entwickelten Ilülfsmittcln. Aber auch ohne 
diese Hiilfsmittel lässt sich der Beweis des Satzes, so wie jedes ande- 
ren geometrischen Satzes, mit den allgemeinen Principien der analy- 
tischen Geometrie führen, freilich nicht ohne Rechnung. 

Ohne jene Hülfsmittel hätte man aus den durch ihre Gleichungen 
gegebenen Seiten des Dreiecks die Coordinaten der Ecken zu berech- 
nen. Man hätte ferner die C'onstanten in den Gleichungen von drei 
geraden Linien so zu bestimmen, dass erstens jede derselben durch 
eine Ecke des Dreiecks geht und zweitens, mit Anwendung von (5) der 
ersten Vorlesung, dass jede derselben den Winkel des Dreiecks hal- 
birt, den sie theilt. Wenn die Gleichungen der Seiten des Dreiecks in 
der Normalform gegoben wären, so würde es sich zeigen, dass die 
Gleichungen der Halbirungslinien der Winkel des Dreiecks die Diffe- 
renzen der Gleichungen der Seiten sind. Aus zwei von diesen Glei- 
chungen hätte mau endlich die Coordinaten des Schnittpunktes zu be- 
rechnen und sie in die dritte Gloichung einzusetzen. Dann würde man 
sehen, dass die dritte Gleichung erfüllt wird, was eben den Satz be- 
weiset. Würde sie nicht erfüllt, so würde das ein Beweis sein, dass 
der Satz nicht zutrilft. 

In dieser Weise kann man für jeden geometrischen Satz einen 
analytischen Beweis geben. Man braucht aber nur einmal solche 
Rechnungen mit den allgemeinen Principien durchzuführen, um die 
Lust an weiteren Versuchen zu verlieren. 

Die allgemeinen Principien bezeichnen allerdings den Weg, den 
man eiuschlagen kann, um zum gewünschten Resultate zu gelangen, 
nicht den einfacheren Weg, den man in einem gegebenen Fallo wäh- 
len soll. 
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Dieser Tunkt ist bekanntlich der Mittelpunkt des dem 
Dreiecke einbeschriebenen Kreises. 

Nach (12) hat man die Gleichungen der, die Aussen- 
winkel des Dreiecks halbirenden, geraden Linien: 

A t -f- A., = 0, A 2 -j- A 0 = 0, A 0 -f- A l — 0. 

Combiniren wir diese mit den schon angegebenen Glei- 
chungen der, die inneren Winkel des Dreiecks halbirenden, 
geraden Linien, so ergeben sich noch folgende identische 
Gleichungen : 

(A 2 -f- A 0 ) — (A n -f- A t ) -(- ( A , — A 2 ) = 0 

(A + J.,) — ( A i -f- A 2 ) -f- (^4 2 — A) = 0 

(A, + A 2 ) — {A 2 + A 0 ) -f- (Ao — A { ) = 0. 

Jede dieser Gleichungen drückt nach (13) einen geome- 

trischen Satz aus. Wir können aber alle diese Sätze in dem 
einen Satze zusammenfassen: 

Die Halbirungslinien zweier äusseren und des 
dritten inneren Winkels eines Dreiecks schneiden 
sich in einem und demselben Punkte. 

Dieser Punkt ist bekanntlich der Mittelpunkt des, die 
Seiten des Dreiecks ausserhalb berührenden, Kreises. Man 
hat drei solcher Kreise. 

Weitere geometrische Sätze ergeben sich aus der Be- 
trachtung der Gleichungen von geraden Linien: 

A„ + A, -f- A 2 = 0 
— A H" A t -f- A 2 = 0 
Aq — A t -f- A 2 — 0 

A + A — A — 

Die mechanischen Arbeiten, welche die allgemeinen Principien ver- 
langen, ßind um so grösser, je ausgedehnter die Theorie, je grösser dor 
Kreis der Aufgaben ist, den sie umfasst. Mit der Vervollkommnung 
der Wissenschaft wird die Theorie derselben endlich so weit umfassend 
und die mechanischen Arbeiten, welche sie verlangt, werden so aus- 
gedehnt, dass man sich genöthiget sieht, innerhalb der allgemeinen 
Theorie specielle Theorien wiederherzustellen, welche kleinere Kreise 
von Aufgaben mit entsprechender Leichtigkeit lösen. 

Die spcciellen Theorien der analytischen Geometrie sind es aber, 
welchen diese Vorlesungen gewidmet sind. Die allgemeine Theorie hat 
man in der Differential- und Integral-ltechnung als deren Anwendung 
auf die Geometrie zu suchen. 
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wenn man ihre Zusammensetzung aus den vorhergehenden 
Gleichungen in Betracht zieht. 

Die erste Gleichung ist nämlich linear zusammengesetzt 
aus den Gleichungspaaren A 0 —0, A t -f-A. l = 0 > aus yl, =0, 
A } -j- Ay = 0 und aus A 2 = 0, .4 0 -f- A t = 0. Die durch 
die erste Gleichung dargestellte gerade Linie geht also nach 
(13) durch die drei Schnittpunkte der durch jene Gleichungen- 
paare dargestellten Linieupaare. Wir drücken dieses durch 
folgenden Satz aus: 

Wenn man in einem Dreieck die Aussenwinkel 
lialbirt, so schneiden die Halbirungslinieu die gegen- 
überliegenden Seiten des Dreiecks in drei Punkten, 
welche in einer geraden Linie liegen. 

Aus den drei letzten Gleichungen kann man auf dieselbe 
Weise den Satz ablesen: 

Die Halbirungslinieu zweier innerer Winkel und 
des dritten Aussenwinkels eines Dreiecks schneiden 
die gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks in drei 
Punkten, welche in einer geraden Linie liegen. 

Fig. 4. 

* 



Vorstehende Figur dient zur Erläuterung des letzten 
Satzes, die geraden Linien in derselben sind mit Weglassung 
der Symbole nur mit den ihnen entsprechenden Indices be- 
zeichnet. 

Um schliesslich noch eine Anwendung zu machen von 
dem Satze (14), behandeln wir die Aufgabe: 
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Wenn die Gleichungen von drei geraden Linien 
0, 1, 2 in der Normalform A„ = 0, A,—0, A 2 = 0 
gegeben sind, so soll die Gleichung der geraden 
Linie gefunden werden, welche senkrecht steht 
auf der ersten geraden Linie und durch den Schnitt- 
punkt der beiden anderen geht. 

Die Gleichung der geraden Linie, welche durch den 
Schnittpunkt der geraden Linien A, — 0 und A 2 — 0 geht, 
kann nach dem angegebenen Satze (14) nur die Form haben: 
A ( A t -J- h.,A , = 0. 

Das Loth der durch diese Gleichung dargestellten ge- 
raden Linie bildet mit den Coordinatenaxen Winkel, deren 
Cosinus sich verhalten wie: 

(A, cos «, -|- A 2 cos a.,) : (A, cos ß, -f- A, cos /}.,). 

Das Loth der geraden Linie A n = 0 bildet mit den Coor- 
diuatenaxen Winkel, deren Cosinus sind: 
cos « 0 : cos ß,j. 

Da die beiden Lothe aber einen rechten Winkel ein- 
schliessen sollen, dessen Cosinus gleich 0 ist, so haben wir 
nach (5) der ersten Vorlesung: 

0 = cos«„(A l cosa, + A., cos«.,') -f- cos ß„(A, cos ß, + A, cos ß 2 ). 

Wenn wir nun mittet, und « 2 die Winkel bezeichnen, 
welche die gerade Linie 0 mit den beiden anderen 2 und 1 
bildet — welches zugleich die Winkel sind, die ihre Lothe 
mit einander bilden — so lässt sich die angegebene Glei- 
chung mit Berücksichtigung von (5) der ersten Vorlesung 
kürzer so ausdrücken: 

A, cos a 2 -|- A 2 cos"«, = 0. 

Setzen wir das durch diese Gleichung bestimmte Ver- 
hältniss der Constanteu A, und A., in die erste Gleichung 
ein, so erhalten wir die Gleichung der gesuchten geraden 
Linie : 

A, cos a, — A 2 cos a., — 0. 

Einfacher lässt sich dieses Resultat aus der Figur selbst 
ablesen. Denn nehmen wir auf der gesuchten geraden Linie 
einen beliebigen Punkt p mit den Coordinaten x, y , dessen 
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Entfernung von dem Schnittpunkte der beiden geraden Linien 
1 und 2 wir mit r bezeichnen, so sind — A , und — A% die 
senkrechten Abstände dieses Punktes p von den beiden ge- 
raden Linien, die sich in der Figur auch so ausdrücken lassen : 


Fig. 5. 


— A { = r cos a. n — A 2 — r cos n, , 
woraus durch Elimination von r dasselbe Resultat hervorgeht. 

Die gegebenen drei geraden Linien bilden ein Dreieck. 
Wenn wir die den Seiten 0, 1,2 des Dreiecks gegenüber- 
liegenden Winkel mit a„, o„ a 2 bezeich- 
nen, so sind die Gleichungen der von 
den Ecken des Dreiecks auf die gegen- 
überliegenden Seiten gefällten Perpen- 
dikel : 

A y cos n, — A.j cos « 2 = 0 
A. t cos o 2 — A n cos a n = 0 
A„ cos «„ — A , cos a, = 0. 

Da die Summe dieser drei Glei- 
chungen identisch 0 ist, so haben wir 
nach (13) den Satz bewiesen: 



Die drei Perpendikel, welche von den Ecken 
eines Dreiecks auf die gegenüberliegenden Seiten 
gefällt sind, schneiden sich in einem und demsel- 
ben Punkte. 


Dritte Vorlesung. 

Harmonische Linien. Linien der Involution. 

Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung unter An- 
derem den geometrischen Ort (10) eines Punktes p bestimmt, 
dessen senkrechte Abstände von zwei gegebenen geraden 
Linien (9) einander gleich sind. Die hierdurch gelösete Auf- 
gabe erweitern wir, wenn wir den geometrischen Ort eines 
Punktes p suchen, dessen senkrechte Abstände von zwei ge- 
gebenen geraden Linien 0 und 1 sich wie zwei gegebene 
Grössen a 0 und o, verhalten. 
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Wenn: 

(1) '• A„ = 0, A^O 

die Gleichungen der gegebenen geraden Linien in der Nor- 
malform und x, y die Coordinaten des Punktes p sind, so 
finden wir auf dem in der vorhergehenden Vorlesung ange- 
deuteten Wege den gesuchten geometrischen Ort durch die 
Gleichung ausgedrückt: 

( 2 ) ^ 5 — = 0 . 

w a, 

Es ist dieses die Gleichung einer geraden Linie, welche 
durch den Schnittpunkt der gegebenen geraden Linien geht, 
und wenn wir unter a„ und a t positive Grössen verstehen, 
so theilt die gerade Linie (2) den von den gegebenen geraden 
Linien eingeschlossenen Winkel, in welchem der Coordinaten- 
an fangspunkt liegt. 

Wir bringen diese Gleichung, indem wir setzen A = ^ 
auf die Form: 

(3) A<, - AA, =0 

und bemerken, dass, wenn A negativ wird, die gerade Linie 
den von den gegebenen beiden geraden Linien eingeschlosse- 
nen Winkel theilt, in welchem der Coordinatenanfangspunkt 
nicht liegt. 

Diese Gleichung mit dem unbestimmten Factor A stellt 
jede beliebige gerade Linie dar, welche durch den Schnitt- 
punkt der beiden gegebenen geht. Denn man kann den 
Factor A immer so bestimmen, dass die gerade Linie durch 
noch einen gegebenen Punkt geht. Ist der Factor A positiv, 
so theilt die gerade Linie den von den gegebenen geraden 
Linien eingeschlossenen Winkel, in welchem der Coordinaten- 
anfangspunkt liegt; ist er negativ, so theilt sie den Neben- 
winkel. Die Grenzwerthe von A = 0 und = oo entsprechen 
den gegebenen geraden Linien. 

Die durch die Gleichung (3) dargestellte gerade Linie 2 
bildet mit den gegebenen 0 und 1 die Winkel (20) und (21). 
Da die Sinus dieser Winkel sich verhalten wie die gegebenen 
Grössen a n und a, , so können wir die geometrische Bedeu- 
tung des Factors A durch die Gleichung ausdrücken: 
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( 4 ) 


sin (20) 
sin (21) 


Eine beliebige andere, ebenfalls durch den Schnittpunkt 
der gegebenen geraden Linien 0 und 1 gehende gerade Linie 
3 hat zur Gleichung: 

(5) j 0 -M, = o. 

Das Verhältniss: 


(( ^ 1 sin (20) _ sin (80) 

W p ST(2l) : sin (31) 

zwischen den Sinus der von den Linienpaaren 0, 1 und 2, 3 
eingeschlossenen Winkel nennt inan das an harmonische 
Verhältniss des Linienpaares 2, 3 zu dem Liuienpaare 0, 1. 

Wenn die Gleichungen (1) nicht die Normalform hätten, 
so würde die geometrische Bedeutung von A in der Gleichung 
(3) nicht durch die Gleichung (4) ausgedrückt werden können. 
Es drängt sich daher die Frage auf nach dem anharmonischen 
Verhältnisse zweier Linienpaare, deren Gleichungen in der 
Form gegeben sind: 

(7) . V 0 = 0, F,=0, V n -lV,= 0, V 0 — mV, = 0. 
Da die allgemeinen Formen V„ und V, durch Factoren 
und fi, sich immer auf die Normalformen A 0 und A, zurück- 
führen lassen, so hat man V n = -- A ti und V, = - A,. 

Setzt man diese Werthe von V 0 und V, in die angegebenen 
Gleichungen (7), so gehen sie über in Gleichungen von der 
vorhergehenden Form : 

A = 0, A-0, A~1*A- 0, A 0 — tn^A, =0, 
woraus sich das anharmonische Verhältniss: 


m 

der beiden Linienpaare (7) ergiebt. 

Fassen wir die Frage nach dem anharmonischen Ver- 
hältnisse noch allgemeiner, so kommen wir auf die Aufgabe: 
Gegeben sind die Gleichungen von vier geraden 
Linien, die sich in einem und demselben Punkte 
schneiden, in der Form: 

U u - A U, = 0, U 0 - A, U, = 0, 

W ü»-fil\= 0, U 0 — PiU l — 0, 
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das anharmonische Verhältniss des letzten Linien- 
paares zu dem ersten zu bestimmen. 

Wir führen die Aufgabe auf die vorhergehende Frage 
zurück, wenn wir mit F 0 und F, die Ausdrücke bezeichnen: 
U n — AZ7, = F (l , U n — fiU l = F,, diese beiden Gleichungen 
nach U lt und U [ auflösen und ihre Werthe in die Gleichun- 
gen (9) setzen. Denn dadurch nehmen die Gleichungen (9) 
die Form der Gleichungen (7) an, und das gesuchte unhar- 
monische Verhältniss — wird, wenn wir die Werthe von l 
und m berechnen: 



Das anharmonische Verhältniss (10) wird zu einem har- 
monischen Verhältnisse, wenn es den Werth — 1 an- 
nimmt. In diesem Falle werden jene, von einem und dem- 
selben Punkte ausgehenden, geraden Linien harmonische 
Linienpaare genannt. 

Es stellen hiernach mit Rücksicht auf das anharmonische 
Verhältniss (8) der Linienpaare (7) die Gleichungen: 

(11) F 0 = 0, F, =0, F 0 — AF, = 0, F„ A F, = 0 
irgend zwei harmonische Linienpaare dar. Oder allgemeiner 
stellen die Gleichungen (9) zwei harmonische Linienpaare dar, 
wenn das anharmonische Verhältniss (10) den Werth annimmt 
• — 1, das heisst unter der Bedingung: 

— y ' + -“^1 = 0 , 

f» — *1 J* ~ f»l 

welcher Bedingungsgleichung man auch die Form geben kann: 

(12) ... Ap — ^ (A -|- p) (A, -(- ft,) + A,p, == 0. 

Die geometrische Bedingung für zwei harmonische Linien- 
paare entnehmen wir aus (6): 

Ma -v sin (20) , sin (30) n 

' ' sin (21) > sin (81) 

Um eine Vorstellung zu bekommen von der Lage zweier 
harmonischen Linienpaare, muss man die Bediugungsgleichung 

(13) discutiren. Sie lässt erkennen, dass von zwei harmoni- 
schen Linienpaaren drei durch einen und denselben Punkt 
gehende Linien beliebig angenommen werden können , dass 
durch sie aber die vierte harmonische Linie bestimmt ist. 
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Wir werden nun das Linienpaar 0, 1 als fest betrach- 
ten, die Linie 2 um den Schnittpunkt der festen Linien drehen 
und die Lage der vierten harmonischen Linie 3 erforschen. 

Von dem harmonischen Linienpaare 2, 3 theilt die eine 
Linie den einen von den festen Linien 0, 1 gebildeten Winkel, 
die andere den Nebenwinkel. Im anderen Falle würden die 
beiden Glieder der Gleichung (13) gleiche Vorzeichen haben, 
und ihre Summe könnte nicht 0 sein. Halbirt die Linie 2 
den von den festen geraden Linien gebildeten Winkel, so 
halbirt die Linie 3 den Nebenwinkel. Denn unter dieser 
Voraussetzung wird jedes Glied der Gleichung (13) abgesehen 
vom Vorzeichen gleich der Einheit. Drehen wir von dieser 
Halbirungslage aus die Linie 2 so, dass sie sich der Linie 
0 nähert, so wird das erste Glied in (13) kleiner als die 
Einheit. Da der absolute Werth des zweiten Gliedes auch 
kleiner werden muss als die Einheit, so ist das ein Zeichen, 
dass auch die Linie 3 sich der Linie 1 nähert. Im Grenz- 
falle, wenn die Linie 2 mit 0 zusammenfällt, wird das erste 
Glied verschwinden. Damit auch das zweite Glied verschwinde, 
ist es nothwendig, dass auch die Linie 3 mit der Linie 0 
zusammenfällt. Ebenso wird man erkennen, dass, wenn die 
Linie 2 aus der Halbirungslage so gedreht wird, dass sie sich 
der Linie 1 nähert, sich die Linie 3 derselben Linie 1 nähern 
muss, und dass im Greuzfalle die drei Linien 1, 2, 3 zu- 
sammenfallen. 

Da durch ein gegebenes Linienpaar das ihm zugeordnete 
harmonische Linienpaar nicht vollständig bestimmt ist, so 
werden zwei gegebene, von demselben Punkte ausgehende, 
Linienpaare erforderlich sein, um das zugeordnete harmonische 
Linienpaar zu bestimmen; was die Auflösung der folgenden 
Aufgabe bestätigen wird. 

Dasjenige Linienpaar zu bestimmen, welches 
harmonisch ist zu zwei Paar gegebener geraden Li- 
nien, welche sich in einem und demselben Punkte 
schneiden. 

Es seien die Gleichungen der beiden gegebenen Linien- 
paare: ^ — A 0 U, = 0, U n - A, £ 7, = 0 

U 0 -p t U t = 0 
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und die Gleichungen des gesuchten Linienpaares: 

U 0 — A 17, =0 

£r o -ptf,= 0. 

Dieses letztere ist harmonisch zu jedem der gegebenen Linien- 
paare unter den aus (12) hergenommenen Bedingungen: 

Ap. — £ (^ H" f*) (^« 4" t u n) + ^0^(1 — o 
i + ( l ) (^I + ^|) + *| f*l = 0. 

Da in diese Gleichungen das Produkt Ap und die Summe 
A -f- p der Unbekannten in linearer Weise eingehen, so kann 
man ihre Werthe unzweideutig berechnen. Sie seien Ap = b, 
A -(- p = a. Alsdann ist bekanntlich: 
z 1 — az -f- b = 0 

eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln die gesuchten 
Grössen A und p sind. Daraus folgt der Satz: 

(14) ... Es giebt immer nur ein bestimmtes Linieu- 
paar, welches harmonisch ist zu zwei gegebenen 
Linienpaaren, die von einem und demselben Punkte 
ausgehen. 

Dieses Linienpaar ist reell oder imaginär, je nachdem 
die Wurzeln der erwähnten quadratischen Gleichung reell 
oder imaginär sind. 

Drei Paare Linien, welche von einem und demselben 
Punkte ausgehen, bilden eine Involution, wenn ein viertes 
Linienpaar gefunden werden kann, welches harmonisch ist 
zu jedem der drei Linienpaare. 

Zwei gegebene Linienpaare, die von einem und dem- 
selben Punkte ausgehen, bestimmen, wie man gesehen hat, 
dasjenige Linienpaar, welches harmonisch ist zu jedem der 
gegebenen Linienpaare. Ein drittes, zu dem letzteren har- 
monisches, Linienpaar wird also mit den beiden gegebenen 
eine Involution bilden. Da aber von diesem dritten Linien- 
paare eine Linie beliebig durch den gemeinsamen Schnitt- 
punkt aller gelegt werden kann, wodurch erst die andere 
bestimmt ist, so sieht man, dass von drei Linienpaaren der 
Involution fünf durch einen und denselben Punkt gehende 
Linien beliebig gewählt werden können, dass die sechste aber 
durch sie bestimmt ist. 
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Zwischen drei Paaren Linien, welche sich in einem und 
demselben Punkte schneiden, wird daher eine Bedingungs- 
gleichung stattfinden müssen, wenn die Linienpaare eine In- 
volution bilden. 

Es sind die Gleichungen von drei Paar Linien ge- 
geben, welche sich in einem und demselben Punkte 
schneiden: 

y«-x a v,= 0, r.-i.K.-O, v n — AjF, = 0 
1 ' K-*,v, = o, ro~P,Vt-0,- F.-ftF.-O; 
die Bedingung anzugeben, unter welcher die drei 
Linienpaare eine Involution bilden. 

Bilden die drei Linienpaare (15) eine Involution, so hat 
man nach der Definition ein Linienpaar: 

V a — A V, = 0 
V„ - pF, = 0, 

welches zu jedem derselben harmonisch ist: was zutrifft unter 
den aus (12) hergenommenen Bedingungen: 

^■z 4 — K* 4- z 4 ) (^o + #*«) 4- o 

Ap — 1 (^ + Z 4 ) (*, + Z*i) H- *■, ZL = 0 

^Z 4 — i (* + Z 4 ) (^2 + ZL>) + *2 0*2 = 0. 

Ehminirt mau aus diesen Gleichungen A p und ^ (A -f- p), 
welche linear darin Vorkommen, so erhält man die gesuchte 
Bedingungsgleichung, der man folgende Form geben kann: 

(16) (A 0 — pj) (A, — p 2 ) (A 2 — p k ) + (p 0 — A t ) (fi, — Aj) (p 2 — A 0 )=0*) 

Da von den drei Liuienpaaren der Involution fünf durch 
denselben Punkt gehende Linien beliebig gewählt werden 
können, wodurch die sechste erst bestimmt ist, so können 
wir im Speciellen annehmen, dass das erste Linienpaar in 
eine Linie zusammenfällt und dass das letzte Linienpaar wieder 

*) Die Bedingungsgleichung (16) der Involution lässt sich leicht 
verificiren. Auf die angegebene elegante Form derselben kommt man 
aber nicht durch gewöhnliche Elimination. Man muss das Resultat 
der Elimination als eine Determinantengleichung auffassen und diese 
regelrecht behandeln, wie in pag. 105 und 10G meiner Raumgeometrie 
zweite Auflage, um ohne Rechnung auf die angegebene Form geführt 
zu werden. 
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in eine Linie zusammenfällt. Alsdann bleibt das mittlere 
Linienpaar übrig und die genannten beiden Linien, von wel- 
chen jede zwei Linien in sich aufgenommen hat. Wir wollen 
die Lage dieser beiden Linienpaare näher bestimmen. 

Wenn wir die drei Linienpaare (15) im Auge haben, so 
drücken wir jene Specialität analytisch aus, indem wir setzen 
A 0 = == A und A^, = ft 2 = fi, Dadurch geht aber die Glei- 

chung (16) über in (12). Die geometrische Bedeutung dieses 
Ueberganges drückt der Satz aus: 

(17) . . . Wenn von drei Linienpaaren der Involution 
das eine Linienpaar mit einer Linie, ein zweites Li- 
nieupaar mit einer zweiten Linie zusammenfallen, so 
ist das dritte Linienpaar der Involution harmonisch 
zu den beiden Linien. 

Es stellen sich hiernach die drei Linienpaare einer In- 
volution als ein allgemeinerer Fall der harmonischen Linien - 
paare dar, indem von dem einen Paare der letzteren sich 
jede Linie in ein Linienpaar zerspaltet. 

Jede drei Paare Linien, welche von einem und demselben 
Punkte ausgehen, lassen sich analytisch auch so darstellen: 

A„ = 0, A„ — /, A, = 0, A lt — l 2 A, = 0 
A , = 0, A„ — »b-^i == 0, .Aq — m. l A i = 0. 

Die Gleichungen A n = 0 und A , = 0 des ersten Linien- 
paares, welches wir bezeichnen wollen mit A 0 und B„, sind in 
der Normalform gegeben, die Gleichungen des zweiten Linien- 
paares A x und i?, und des dritten Linienpaares A ? und B 2 
haben diese Form nicht. Wenn wir nun in (16) setzen 
A„ = 0 und (i„ — oo und zugleich für die Buchstaben A und 
fi die Buchstaben Z und m setzen, so erhalten wir die Be- 
dingung, dass diese drei Linienpaare eine Involution bilden: 

(18) Z,j«, — l 2 m 2 = 0. 

Setzen wir in diese Bedingungsgleichung für die vier 
Grössen Z und m ihre Werthe nach (4), so erhalten wir die 
geometrische Bedingung für drei Linienpaare A a B 0 , A i B X) 
A^B. X der Involution: 

Hesse, aualyt. (leometr. d. Ebene 2. Aufl. 3 
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/<q\ sin(4,il 0 ) sin(B,yl,0 sin (A t Ap) sin 

' ' sm (A , B t ) ' ein {B, B t ) sin (A t B a ) sin 

Aus dieser Gleichung, welche man als Definition dreier, 
eine Involution bildenden, Linienpaare nehmen kann, gehen 
noch zwei andere Gleichungen hervor, die man erhält, wenn 
man das Linienpaar A„li {) mit dem Linienpaare A , 7t, oder 
mit A., 11, vertauscht. Da alle drei Gleichungen nichts an- 
deres sind, als verschiedene Formen für eine und dieselbe 
Bedingung der Involution, so muss sich jede derselben auch 
direct aus jeder anderen ableiten lassen. 

Wir sind bei der Herleitung der Gleichung (19), der 
geometrischen Bedingungsgleichung der Involution, von einer 
besonderen Form der Gleichungen der drei Linienpaare aus- 
gegangen. Auf diese besondere Form kann man aber die 
allgemeinen Gleichungen (15) von drei Linienpaaren, die in 
einem Punkte zusammenlaufen, zurückführen, wenn man setzt: 

K— KV\ = ‘ A„ V„-(i 0 V t = ~ A,, woraus folgt: 

v n •'i 



Setzt man diese Werthe von V n und F, in die Glei- 
chungen (15), um sie auf die genannten speciellen Formen 
zurückzufiihren, so findet man: 


/ y o(Li — D . ypGo — / *oG<> ~ w» (^-o — >*«) 

1 i|)’ ' *’,((*„— ft,) ’ 2 V,(ll 0 — l,)’ 2 V,(ft 0 - ft,)' 

und wenn man diese Werthe in (18) einsetzt, erhält man die 
Gleichung : 

(20) . . (A„ — A,) (A 0 — fi t ) ( f i u — A 2 ) (fi 0 — (i 2 ) 

(^o ^ 2 ) (^u f* 2 ) (f*0 ^l) ((*0 f*l) = 0, 

die Bedingungsgleichung für die Involution von drei Liuien- 
paaren (15) in einer von der Gleichung (16) ganz verschie- 
denen Form. 

Man kennt noch andere Formen derselben Bedingungs- 
gleichung. In der sechsten Vorlesung sollen dieselben auf- 
einander übergeführt werden. An dieser Stelle wollen wir 
noch eine geometrische Bedingungsgleichung der Involution 
entwickeln, die ebenfalls eine von der Gleichung (19) ganz 
verschiedene Form hat. Wir gehen zu diesem Zwecke auf 
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die ursprüngliche Definition der Involution von drei Linieu- 
paaren zurück. 

Nach derselben stellen die drei Gleichungenpaare: 
F 0 -A W F,= 0, F„ — A, F, = 0, F 0 — A 2 F, =0 

n + V r , =0, ^ ( , -f- A, K, = 0, F (( -FA 2 F,=0 


irgend drei Linienpaare der Involution dar, und F 0 = 0, 
Fj = 0 dasjenige Linienpaar, welches harmonisch ist zu 
jedem der drei Paare. 

Man kann die Gleichungen von drei Linienpaaren der 
Involution immer auf diese Form zurückführen, jedoch nicht 
ohne eine quadratische Gleichung zu lösen. Denn es verlangt 
die Zurückführung die Kenntniss des Linienpaares, welches 
harmonisch ist zu zwei von den drei Linienpaaren der Invo- 
lution, und dieses Linienpaar wird, wie wir gesehen haben, 
durch Auflösung einer quadratischen Gleichung bestimmt. 

An Stelle der zwei Symbole F # , F,, durch welche jene 
sechs Gleichungen ausgedrückt sind, wählen wir drei Sym- 
bole U lt , I/, , U 2 , welche wir durch die Gleichungen defi- 
niren : 


U 0 


XV — — 

A 1 ' I — 1 _) > 

A» Au 


2 V =* i 

A 2 V 1 j 1 

A o — A i 


F 0 -A 0 F,= 

Alsdann hat man die identische Gleichung: 

U n -f- I/j + U 2 = 0 

und jene sechs Gleichungen gehen, wenn man symmetrisch 
die zwei Symbole durch die drei Symbole ersetzt,, über in: 
U 0 = 0, t/, = 0, U 2 = 0, 

u, 

f*i 


Ä.o. — =0, 

f* 2 f*U 


E'--Ei = 0> 

f*0 f*l 


indem fi 0 , ji 2 die Ausdrücke bezeichnen: 


Aj — A 2 

äT+ä*”'* 0 ’ 


A* Ao 


L + K + b 




= /V 


Da die drei Grössen ft eben so willkürlich sind als die 
drei Grössen A, aus welchen sie zusammengesetzt sind, so 
werden die transformirten sechs Gleichungen mit den will- 
kürlichen Factoren ft — unter Voraussetzung der identischen 
Gleichung, welche ausdrückt, dass die drei geraden Linien 
I7 n = 0, Z/, == 0, U 2 = 0 durch einen und denselben Punkt 
gehen, unter welcher Voraussetzung auch die anderen drei 

3 * 
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geraden Linien durch denselben Punkt gehen — irgend drei 
Linienpaare der Involution darstellen. 

Wenn wir endlich für die Gleichungen der geraden Li- 
nien U n = 0, U, = 0, U 3 = 0 ihre Norinalformen einführen, 
indem wir setzen: p„ U„ = A„, p, U t = A,, p, U 3 = A 3 , so 
geht die identische Gleichung über in: 

Af | Ai , A t __ q 
S» T Pi 9: 

und die transformirten Gleichungen der drei Linienpaare der 
Involution nehmen die Gestalt an: 

A 0 = 0 , A t = 0 , A 3 = 0 , 

At_ Ag q A t A n q Aq . A t ^ ^ 

PiPi PsPa ’ PiPj PuPu ’ PoPo Pi Pi 

Bezeichnen wir nun die drei Linienpaare respective mit 
A„B„, A | Ji t # A 3 li. t und erinnern uns nach (4) der geome- 
trischen Bedeutung der Grössen: 

Pi P i = aili (B 0 A,) Pj p» __ sin (B, A s ) p 0 Po _ sin (-ft, A,,) 

PsP* sin (B 0 A 3 ) ’ u„ p 0 sin (JS,^4 0 ) y p, p, sin (jJjyl,) ’ 

so erhalten wir durch Multiplication dieser drei Gleichungen: 

/g.N 1 __ sin (Jj 0 A,) . sin (B,A t ) . sin 

^ ' sin . sin (B^A,,) . sin (B t A^ 

Es ist dieses wieder die geometrische Bedingungsglei- 
chung für drei Linienpaare A 0 B n , A , B t , A B., der Invo- 
lution, welche man ebenfalls als Definition derselben aufstellen 
kann. Sie muss sich daher auch direct aus der Gleichung 
(19) ableiten lassen. 

Wir erwähnen noch dreier Gleichungen, welche man aus 
der Gleichung (21) erhält, wenn man in derselben A„ mit 
B„ oder A, mit B t oder A., mit B., vertauscht. Da jede von 
diesen drei Gleichungen als Definition der drei Linienpaare 
einer Involution genommen werden kann, so muss sich auch 
jede derselben aus der Gleichung (19) direct ableiteu lassen. 

Durch zwei gegebene Paare von demselben Punkte aus- 
gehender Linien ist das Linienpaar nicht bestimmt, welches 
mit den gegebenen eine Involution bildet. Es bedarf dazu 
noch zweier gegebenen Linienpaare, wie die Auflösung der 
folgenden Aufgabe beweiset. 
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Dasjenige Linienpaar zu bestimmen, welches eine 
Involution bildet mit zwei gegebenen Linienpaaren 
und zugleich eine Involution mit zwei anderen ge- 
gebenen Linienpaaren, welche alle von demselben 
Punkte ausgehen. 


Die Bedingung, dass die drei Linienpaare (15) eine In- 
volution bilden, ist die Gleichung (16), welche durch Ent- 
wickelung die Form erhält: 

^itfG ~ (A» + fL>) P 4* Q — 0, 

indem die Coefficieuten P und (J allein von den beiden letz- 
ten Linienpaaren abhängen, die wir als gegeben betrachten 
wollen. Soll nun das erste Linienpaar (15) noch mit zwei 
anderen gegebenen Linienpaaren eine Involution bilden, so 
haben die Grössen A ( ,p ( , und (A 0 -f- p„) einer zweiten linearen 
Bedingungsgleichung zu genügen. Wenn man nun durch 
Auflösung der beiden linearen Gleichungen erhält: 

A„fq, = b und (A ü -f- g (l ) = a, 

so ist: 

z 2 — az + b = 0 

die quadratische Gleichung, deren Wurzeln A ü und sind. 
Wir können daher sagen: 


(22) . . . Es giebt immer nur ein bestimmtes Linien- 
paar, welches eine Involution bildet mit zwei ge- 
gebenen Linienpaaren und zugleich mit zwei an- 
deren gegebenen Linienpaaren, wenn alle Linien 
von eigem und demselben Punkte ausgehen. 


In diesem Theile der Vorlesung haben wir vorzugsweise 
die Bedingung discutirt für zwei harmonische Linieupaare 
und für drei Linienpaare, welche eine Involution bilden. Eine 
klare Anschauung solcher Linienpaare wurde damit nicht er- 
reicht. Wir werden deshalb in dem zweiten Theile der Vor- 
lesung solche Sätze entwickeln, welche lehren, harmonische 
Linienpaare und Linienpaare der Involution linear zu con- 
struiren, das heisst durch blosses Ziehen von geraden Linien. 
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Die vorgetragenen Principien reichen aus, um die in dem 
zweiten Theile der vorhergehenden Vorlesung gegebenen Sätze 
weiter auszudehnen. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke wieder ein beliebiges 
Dreieck, dessen Seiten 0 1 2 durch ihre Gleichungen in der 
Normalform gegeben sein sollen: 

Aq = -^1 = A } = 

Ein beliebiger Punkt P — er liege der Einfachheit 
wegen in dem Dreiecke, in welchem auch der Coordinaten- 
anfangspunkt liegen soll — sei durch seine senkrechten Ab- 
stände a„ a, von den Seiten des Dreiecks gegeben. 

Alsdann sind : 

•A A __ q Ai -A ß -A A __ q 

a, a t ’ a, a„ ’ a„ o, 

die Gleichungen von drei geraden Linien, welche sämmtlich 
durch den Punkt P gehen. Denn die Coordinaten dieses 
Punktes genügen jeder dieser Gleichungen, weil die Aus- 
drücke A n A t A 2 durch Einsetzen der Coordinaten des Punk- 
tes P die Wertlie annehmen — a n , — a n — a 3 . Nach der 
Zusammensetzung ihrer Gleichungen gehen die, durch die 
letzten drei Gleichuugen repriisentirten , genulen Linien ein- 
zeln durch die Ecken des Dreiecks. 

Da die drei Ecken des Dreiecks , gleich wie der Punkt 
P, beliebig gewählt werden können, so ist es erlaubt zu 
sagen, dass die angegebenen sechs Gleichungen die drei 
Liuienpaare analytisch darstellen, von welchen jedes durch 
irgend vier gegebene Punkte hindurchgeht. Wenn wir die 
drei letzten geraden Linien bezeichnen respective mit B a B i B i , 
so sind es die Linienpaare A„B ut A , 71, , A., B., , welche wir 
im Auge haben. 

Entnehmen wir nach (4) die geometrische Bedeutung von 

n, sin (B n A t ) Of sin (B, A t ) a„ bin (1?,A) 

a s sin {B„A t ) ’ a„ sin (B,A 1I ) ’ “t sin (B, Ä , ) 

aus den drei letzten Gleichungen und multipliciren die eben 
gegebenen Gleichungen, so erhalten wir gerade die Glei- 
chung (21). 

Das will sagen, dass drei Linienpaare, welche irgend 
welche vier Punkte paarweise verbinden, Winkel mit ein- 
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ander bilden, wie die Bedingung der Involution es verlangt. 
Man hat daher den Satz: 


Wenn man von einem beliebigen Punkte drei 
Linienpaare zieht, welche parallel sind dreien Li- 
nienpaaren, die irgend vier Punkte paarweise ver- 
binden, so bilden die drei gezogenen Linienpaare 
eine Involution. 


Hiernach kann man, wenn von drei Linienpaaren der 
Involution A° B", A' B x , A l Br die fünf ersten gegeben sind, 
die sechste Linie B 2 der Involution in folgender Art con- 
struiren. 

Mau construire ein Dreieck, dessen Grundlinie A 2 pa- 
rallel ist der gegebenen Linie A 2 und dessen beide andere 
Seiten A lt , B„ parallel sind den gegebenen Linien A u , B 11 . 
Durch den einen Endpunkt der Grundlinie ziehe man eine 
Linie A , parallel yl 1 und durch den anderen Endpunkt der 
Grundlinie eine zweite Linie B t parallel B l . Alsdann sind 
A n B n und A t B t die gegenüberliegenden Seiten eines Vier- 
ecks, dessen eine Diagonale A 2 ist. Oonstruirt man die an- 
dere Diagonale B 2 , so giebt diese die Richtung an für die 
zu construirende Linie B l . 

Wir legen auf diese Oonstruction keinen Werth, weil sie 
nicht linear genannt werden kann. Denn parallele Linien 
kann man nicht construiren, ohne den Kreis zu Hülfe zu 
nehmen. Die lineare Oonstruction der sechsten Linie der 
-Involution behalten wir uns vor auf das Ende der Vor- 
lesung. — 

Kehren wir zu unserer Figur zurück, so sehen wir, dass 
in jeder Ecke des betrachteten Dreiecks drei von den sechs 
geraden Linien sich schneiden, deren Gleichungen wir auf- 
gestellt haben. Die Gleichungen der vierten harmonischen 
Linien sind: 


Ai i A t A, . Ai n A> i Aj n 

a, o, ' «, ' (h ’ a„ o, 


Durch Oombination der linken Theile der sechs letzten 
Gleichungen erhält man identische Gleichungen von der Art: 


(£+£)-(£+£)+(£ 
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Diese identische Gleichung beweiset den Satz: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte nach 
den Ecken eines Dreiecks drei gerade Linien zieht 
und in zwei Ecken die vierten harmonischen Linien 
construirt, so schneiden sich dieselben in einem 
Punkte, durch welchen auch die durch den belie- 
bigen Punkt und die dritte Ecke des Dreiecks ge- 
legte gerade Linie geht. 

Die geometrische Deutung der folgenden vier Glei- 
chungen : 

4. Ai _i_ As c— o 

«0 ' «I ' «t 

As _l Ai 4. As = o 

n„ 1 O, 1 flj 

As Ai 4. A* = o 

«0 «I «« 

| jb -4g Q 

«0 ' «1 <h 

in der Weise wie in der vorhergehenden Vorlesung, wo 
a n — a l = a t = 1 war, führt auf die beiden Sätze: 

Wenn man von irgend einem Punkte nach den 
Ecken eines Dreiecks drei gerade Linien zieht und 
in jeder Ecke die vierte harmonische Linie con- 
struirt, so schneiden die letzteren die gegenüber- 
liegenden Seiten des Dreiecks in drei Punkten, die 
auf einer und derselben geraden Linie liegen. 

Wenn man von irgend einem Punkte nach den 
Ecken eines Dreiecks drei gerade Linien zieht und 
in einer Ecke die vierte harmonische Linie con- 
struirt, so schneidet letztere die gegenüberlie- 
gende Seite des Dreiecks in einem Punkte. Dieser 
Punkt und die beiden Punkte, in welchen die von 
dem beliebigen Punkte nach den beiden anderen 
Ecken des Dreiecks gezogenen geraden Linien die 
gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks schneiden, 
liegen auf einer und derselben geraden Linie. 

Diesen letzteren Satz, der zugleich lehrt, zu drei von 
einem Punkte ausgehenden geraden Linien die vierte harmo- 
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nische Liuie linear zu construiren, wollen wir noch besonders 
durch eine Figur erläutern. 

Man erblickt in der Figur das von den drei geraden 
Linien 0, 1 , 2 gebildete Dreieck. Die von dem beliebigen 
Punkte P nach den Ecken des Dreiecks gezogenen Linien 
sind analog ihren Gleichungen bezeichnet mit 1 — 2, 2 — 0, 
0 — 1, indem die Zahlen die Symbole vertreten. Die von 

Fig. 6. 

« 2 



der einen Ecke des Dreiecks gezogene vierte harmonische 
Linie ist symbolisch bezeichnet mit 1 -{- 2. Da nun das 
Symbol — 0 + 1 + 2 der punktirten geraden Linie aus den 
Symbolenpaaren 0, 1 + 2 oder 2, 0 — 1 oder 1, 2 — 0 zu- 
sammengesetzt ist, so erkennt man darin den Beweis, dass 
die punktirte gerade Linie durch die Schnittpunkte der den 
Symbolenpaarep entsprechenden Linienpaare geht. 

Auf diesen Satz gestützt werden wir nun die Aufgabe 
lösen : 

Wenn von zwei harmonischen Linienpaaren 
drei Li nien gegeben sind, die vierte harmonische 
Linie zu construiren. 

Die drei gegebenen geraden Linien seien in der Figur 
die Linien 1 , 2, 1 — 2. Die beiden ersten sollen das erste 
gegebene Linienpaar darstellen. Von dem zweiten Linien- 
paare sei die eine 1 — 2 gegeben, die ihr zugehörige har- 
monische Linie 1+2 soll construirt werden. 

Wir ziehen zu diesem Zwecke irgend eine gerade Linie 0. 
Die Schnittpunkte derselben mit den gegebenen Linien 1 
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und 2 verbinden wir mit einem beliebig aut der gegebenen 
Linie 1 — 2 angenommenen Punkte durch die geraden Linien 
0 — 1, 2 — 0. Diese schneiden die gegebenen Linien 1 
und 2 respective in zwei Punkten, durch welche wir wieder 
eine gerade Linie gehen lassen. Wenn wir den »Schnittpunkt 
dieser geraden Linie und der geraden Linie 0 verbinden durch 
eine gerade Linie 1+2 mit dem Schnittpunkte der gege- 
benen Linien 1 und 2, so wird die genannte gerade Linie 
1+2 die gesuchte vierte harmonische Linie sein. 

Die eben ausgeführte Construction der vierten harmo- 
nischen Linie lässt sich leichter durchschauen, wenn mau 
dem Satze, aus welchem sie entsprang, einen einfacheren 
Ausdruck giebt. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass ein Viereck zwei 
Diagonalen hat, welche die gegenüberliegenden Ecken ver- 
binden. Wenn man die gegenüberliegenden Seiten des Vier- 
eckes verlängert, bis sie sich schneiden, so heisst die Figur 
ein vollständiges Viereck. Das vollständige Viereck 
hat drei Diagonalen. Denn die Verbindungslinie der 
Schnittpunkte der gegenüberliegenden Seiten wird auch Dia- 
gonale des vollständigen Viereckes genannt. 

Betrachten wir nun in der Figur das Viereck, dessen 
gegenüberliegende Seiten sind: 0, 0 — 1 und 2 — 0, 
-0+1 + 2 , so hat das vervollständigte Viereck die Dia- 
gonalen 1 und 2, aus deren Schnittpunkten die mit ihnen 
harmonischen Linien 1 — 2 und 1 + 2 nach den Endpunkten 
der dritten in der Figur nicht gezeichneten Diagonale gehen. 
Da nun das Dreieck 0 1 2 und der Punkt P das genannte 
Viereck bedingt wie umgekehrt das Viereck, welches ein be- 
liebiges sein kann, das Dreieck und den Punkt P, so lässt 
sich der zu vereinfachende Satz so aussprechen: 

(23) . . . Wenn man von dem Schnittpunkte zweier 
Diagonalen eines vollständigen Viereckes gerade 
Linien zieht nach den Endpunkten der dritten 
Diagonale, so sind die gezogenen Linien harmo- 
nisch mit den beiden Diagonalen. 

Um einen zweiten von dem vorhergehenden unabhängigen 
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Beweis dieses so fruchtbaren Satzes anzubahnen, wollen wir 
die Aufgabe lösen: 

Es sind die Gleichungen der aufeinander fol- 
genden Seiten 0, 1 , 2, 3 eines Viereckes gegeben, 
es sollen die Gleichungen der drei Diagonalen a, 
b, c des vollständigen Viereckes gesucht werden. 


Fig. 7. 



Wenn U n = 0, U { — 0, U-, = 0, U 3 = 0 die gegebenen 
Gleichungen der vier Seiten des Viereckes sind, so kann 
man immer vier Grössen x der Art bestimmen, dass man 
identisch hat: 

U n + *,{/, + x 2 U., -f x 3 U 3 = 0. 

Diese identische Gleichung zerfällt nämlich in drei lineare 
homogene Gleichungen zwischen den vier Grössen x, wenn 
man ebensowohl den C’oefficienten von x in der Gleichung 
als den von y und das von diesen Variabeleu freie Glied gleich 
0 setzt. Wir wollen nun annehmen, dass durch Auflösung 
der drei Gleichungen das Verhültniss der vier Grössen x in 
der identischen Gleichung berechnet sei. Wenn wir alsdann 
mit a, b, c die Ausdrücke bezeichnen: 

a~x ft U 0 -\-x l U u b :=*, Uy + x 2 U 2 , c = x { Ui + x 3 U 3> 
so sind die gesuchten Gleichungen der drei Diagonalen : 
a — 0, 6 = 0, c = 0. 

Denn wie der Ausdruck a sichtbar zusammengesetzt ist 
aus den Symbolen U n und Ü7, , so ist er auf Grund der iden- 
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tischen Gleichung auch aus den Symbolen U Q und U, zu- 
sammengesetzt, und so weiter. 

An die Lösung der vorgelegten Aufgabe schliesst sich 
nun der Beweis des voraugegangeuen Satzes unmittelbar an. 
Denn ziehen wir voif dem Schnittpunkte der Diagonalen 
a = 0 und b = 0 ein Liuienpaar nach den Endpunkten der 
dritten Diagonale c, so werden, wie aus der identischen Glei- 
chung ersichtlich ist, die Gleichungen dieses Linienpaares: 
a — b — 0, a -f- 6 => 0 

ln der Form der Zusammensetzung der Gleichungen 
dieses Linienpaares aus den Gleichungen des Diagonalen- 
paares a = 0, b — 0 erkennt mau den zu beweisenden Satz. 

Es bleibt noch übrig einen Satz zu entwickeln, welcher 
lehrt, drei Linienpaare der Involution linear zu construiren. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir ein Viereck, dessen 
aufeinander folgende Seiten durch die Gleichungen gegeben 
seien : 

U 0 = 0, tf, = 0, [/ 2 = 0, U 3 = 0 

und einen ebenso beliebig gewählten, durch seine Coordinaten 
aber gegebenen, Punkt P. : 

Wenn wir alsdann durch « 0 , ... die Werthe be- 

zeichnen, welche die Ausdrücke U„, U lt . . . annehmen, indem 
man für die variabelen Coordinaten die gegebenen Coordi- 
naten des Punktes P setzt, srt sind: 


D»_ 

U , 

= 0, 

Ui_ 

U3 

= 

u t _ 

0 

II 

«0 



«i 

«3 



“3 

Ki_ 

Ul 

= 0, 

Ut_ 

Ko 

= 0 , 

Uo_ 

3 = 0 

u, 

u. 

7 


«u 

7 

«0 



die Gleichungen der drei Linienpaare, welche die Endpunkte 
der drei Diagonalen des vervollständigten Vierecks mit dem 
Punkte P verbinden. 

Setzen wir nun, um die drei ersten Gleichungen durch 
Multiplicatiou mit den Factoren (t 0 p n , p, p, , ft 2 p 2 auf die 
Normalform zurückzuführen , 

U 0 _ U, = A Ui __ U, = _A Ut _ Uj = A_ 

1l 0 Po fln' W| «3 Pl f*l ’ u t u i p!? 4 » 

und drücken jene drei Gleichungen paare durch die Symbole 
A aus, so erhalten wir: 
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A„ = 0, A, = 0, A, = 0 

_-4i 4« __ q 4» Ap_ _ q -4 0 A, __ ^ 

f*i 9i Pt Qi ’ Pt Qi PoQo ’ pjQn Pi Ql 

welches gerade dieselben Gleichungen sind, aus welchen die 
Gleichung (21), die Bediugungsgleichung für die Involution 
von drei Linien paaren, hervorging. Es beweiset dieses den 
Satz: 

(24) . . . Wenn man von einem beliebigen Punkte 
nach den Endpunkten der drei Diagonalen eines 
vollständigen Viereckes die Linienpaare zieht, so 
bilden diese eine Involution. 

Auf diesen Satz gestützt kann man die Aufgabe lösen: 

Wenn von drei von einem und demselben Punkte 
ausgehenden Linienpaaren der Involution fünf Li- 
nien gegeben sind, die sechste Linie linear zu con- 
struiren. 

Sind von den, vom Punkte P ausgehenden, drei Linien- 
paaren A„B„ } A , B t , A.,B., der Involution die fünf ersten 
Linien gegeben, so construiren wir die sechste Linie B, der 
Involution, indem wir irgend eine gerade Linie 1 yieheu. 

Jeden von den Schnittpunkten 
dieser Linie 1 mit den beiden 
Linien B 0 und A n nämlich die 
Schnittpunkte (1 B„) und (1 A { ), 
verbinden wir durch eine gerade 
Linie mit einem beliebig auf der 
Linie A., angenommenen Punkte. 

Diese geraden Linien seien respec- 
tive 2 und 3. Verbinden wir als- 
dann die Schnittpunkte (2 P,) und 
(3-4„) durch eine gerade Linie 0, 
so schneiden sich die geraden Li- 
nien 0 und 1 in einem Punkte der gesuchten Linie, den man 
nur mit dem Punkte P durch eine gerade Linie zu verbinden 
braucht, um die gesuchte sechste Linie B. t der Involution zu 
erhalten. 

Wir specialisiren den Satz (24), aus welchem wir diese 


Fig. 8. 

J 2 
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Oonstruction geschöpft haben, wenn wir den beliebig ange- 
nommenen Punkt P verlegen in den Schnittpunkt der Dia- 
gonalen des Vierecks, dessen gegenüberliegende Seiten sind 
0, 1 und 2, 3. ln dieser Voraussetzung fallen die Linien 
A lt mit B„ und vl, mit B t zusammen und bilden nur ein 
Linienpaar, welches nach dem Satze (17) harmonisch ist zu 
dem iibrigbleibendeu dritten Linienpaare A. 2 B v Dieses ist 
aber wieder der Satz (23). 

Kehren wir wieder zu unserer Figur zurück, deren ana- 
lytische Ausdrücke wir vorausgeschickt haben, so sehen wir, 
dass in jedem der sechs Schnittpunkte der vier geraden Li- 
nien 0 12 3, von welchen wir ausgingen, drei Linien zu- 
sammenstossen. Die sechs vierten harmonischen Linien zu 
diesen paaren sich wie die sechs Schnittpunkte und ihre 
Gleichungenpaare sind : 

Po 4- -^s = 0 -4- = 0 — * _j_ H a = o 

«r> « 3 ’ U, ' M, ’ Mj ' «, 

U, . Ut _ o Uf, U„_ Q Uo,ü t = 0 

Ml ' M, ’ U t ' M 0 ' Mo ' M, 

Bemerken wir nun, dass aus jedem dieser Gleichungen- 
paare durch Addition die Gleichung: 


U» i Ui . £r , U, 

«0 ' «, ' «* ‘ M a 


= 0 


derselben geraden Linie entsteht, so haben wir nach (13) 
der zweiten Vorlesung durch diese Bemerkung den Satz be- 
wiesen : 


Wenn man von einem beliebigen Punkte nach 
den Endpunkten der drei Diagonalen eines voll- 
ständigen Vierecks gerade Linien zieht, so stossen 
in jeder der sechs Endpunkte der Diagonalen drei 
Linien zusammen. Wenn man in jedem dieser End- 
punkte zu den dreien die vierte harmonische Linie 
construirt, so schneiden sich die construirten Li- 
nien paarweise in drei. Punkten, welche auf einer 
und derselben geraden Linie liegen. 
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Der Punkt. 

Zwei in Rücksicht auf die variabele» Coordinaten x, y 
lineare Gleichungen: 

u 0 = 0, 77, =0 

stellen, wie wir gesehen haben, einen Punkt dar, den Schnitt- 
punkt der geraden Linien, welche jene Gleichungen einzeln 
analytisch ausdrücken. Mit dem Punkte sind aber umgekehrt 
die ihn bestimmenden Gleichungen nicht gegeben. Es kön- 
nen vielmehr irgend zwei aus der Schaar Gleichungen : 

U 0 — A 77, = 0 

mit dem willkürlichen Factor A an Stelle der beiden ersten 
Gleichungen gewählt werden. 

Diese Unbestimmtheit in der Wahl verschwindet, wenn 
man sich den Punkt nicht durch den Schnitt zweier geraden 
Linien bestimmt denkt, sondern aller geraden Linien, welche 
durch ihn gehen. Mit dieser Art der Bestimmung eines 
Punktes werden wir den Vortheil verbinden, dass wir den 
Punkt durch eine einzige Gleichung analytisch darstellen, 
während zwei solcher Gleichungen eine gerade Linie aus- 
drücken. 

Wie die Lage eines Punktes in der Ebene durch zwei 
Grössen, seine Coordinaten, unzweideutig bestimmt ist, so 
kann man auch die Lage einer beliebigen geraden Linie 
durch zwei Grössen ausdrücken. Ist nämlich die Gleichung 
irgend einer geraden Linie: 

(1) ux -(- vy -J- 1 = 0 

gegeben, auf welche Form sich die Gleichung jeder geraden 
Linie zurückführen lässt, so sieht man, dass die Lage dieser 
Linie allein abhäugt von den Werthen der beiden Constanten 
« und v, welche linear in die Gleichung eingehen. 

Weil diese Constanten die Lage der geraden Linie un- 
zweideutig bestimmen, und umgekehrt die Lage der geraden 
Linie die Constanten unzweideutig bestimmt, werden wir sie 
die Coordinaten der geraden Linie nennen oder Liuien- 
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coordinaten zum Unterschiede von den, einen Punkt be- 
stimmenden, Punktcoordinaten. Sie drücken analytisch 
die negativen reciproken Abschnitte aus, welche die gerade 
Linie auf den Coordiuatenaxen macht. 

Wenn die variabelen Coordinaten «, v irgend einer ge- 
raden Linie die Werthe annehmen: 

« = fl, v = b , 

so liegt eine bestimmte gerade Linie vor. Diese, die gerade 
Linie bestimmenden, Gleichungen sind die Gleichungen 

der geraden Linie in Liniencoordinaten und — 1 
und — * die Abschnitte, welche die gerade Linie auf den 
Coordiuatenaxen macht. 

Nehmen wir aber nur die erste von den angegebenen 
Gleichungen und fragen, welche Eigenschaften alle geraden 
Linien haben, deren Coordinaten u, v jener Gleichung ge- 
nügen, so zeigt es sich, dass diese Linien durch -denjenigen 
Punkt der x Axe gehen, welcher von dem Coordinaten- 

Anfangspunkte um — * absteht, und dass auch die Coor- 
dinaten jeder geraden Linie, welche durch den genannten 
Punkt geht, jener Gleichung genügen. Deshalb nennen wir 
jene Gleichung die Gleichung des bezeichneten Punktes der 
X Axe. 

Hiernach stellt jede der angegebenen Gleichungen für 
sich einen Punkt respective der x Axe oder der y Axe dar, 
und beide Gleichungen die gerade Linie, welche die genann- 
ten Punkte verbindet. 

Jede von den angegebenen Gleichungen ist linear, aber 
von speeieller Form, denn die allgemeinste lineare Gleichung 
zwischen den Liniencoordinaten ist: 

(2) . An -f Bv + C' = 0. 

Es erhebt sich nun die Frage nach der geometrischen 
Bedeutung dieser Gleichung, das heisst, die Frage nach den 
Eigenschaften aller geraden Linien (1), deren Coordinaten 
w, v der Gleichung (2) genügen. 

Die analoge Frage nach den Eigenschaften der Punkte, 
deren Coordinaten einer gegebenen linearen BedingungST 
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gleichung genügen, haben wir bereits in der ersten Vor- 
lesung in Anregung gebracht und sie in der zweiten Vor- 
lesung dahin beantwortet, dass die Punkte sämmtlich auf 
einer geraden Linie liegen. Wir nannten dort die lineare 
Bedingungsgleichung die Gleichung der geraden Linie. 

Es wird sich zeigen, dass alle geraden Linien, deren 
Coordinaten der Gleichung (2) genügen, durch einen be- 
stimmten Punkt gehen. Wenn nun im ersten Falle die ge- 
gebene, in Punktcoordinaten lineare, Gleichung die Gleichung 
der geraden Linie genannt wurde, so verlangt die Analogie 
in dem vorliegenden Falle, dass man die gegebene, in Linieu- 
coordinaten lineare, Gleichung (2) die Gleichung des 
Punktes nenne, durch welchen alle jene geraden Linien 

(1) gehen. 

Um nachzuweisen , was wir .eben vorausgesetzt haben, 
bemerken wir, dass in der Bedingungsgleichung (2) die 
Liniencoordinate u alle möglichen Werthe annehmen kann, 
dass aber der Werth von v durch sie bestimmt ist. Setzt 
man daher den Werth von v aus (2) in die Gleichung (1), 
so erhält man die Gleichung aller geraden Linien (1), deren 
Coordinaten der Gleichung (2) genügen in der Form: 

(3) {Bx - Ay)u + (J? - Cy) = 0 

mit der willkürlichen Constante u. Diese Gleichung ist aber 
zusammengesetzt aus den Gleichungen der beiden geraden 
Linien: 

Bx — Ay = 0, B — Cy = 0. 

Die geraden Linien (3) gehen also durch den Schnittpunkt 
der genannten geraden Linien, dessen Coordinaten sind: 

w x c ’ y c ■ 

Wenn umgekehrt eine gerade Linie (1) durch diesen 
Schnittpunkt geht, so genügen die Coordinaten der geraden 
Linie der Gleichung (2), weil die Coordinaten (4) des Schnitt- 
punktes in die Gleichung (1) gesetzt die Gleichung (1) in 

(2) übergehen machen. 

Wir fassen dieses kurz zusammen in den Worten: 

Die Gleichung eines Punktes ist eine lineare 
Gleichung zwischen den variabelen Liniencoordi- 

Hess e, analyt. (Jeometr. d. Ebene. 2.*Aufl. 4 
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naten. Die Coordinaten aller geraden Linien, 
welche durch den Punkt gehen, genügen der Glei- 
chung, und wenn die Coordinaten einer geraden 
Linie der linearen Gleichung genügen, so geht die 
gerade Linie durch den Punkt. 

Bemerken wir nun, dass die Gleichung (2) die Gleichung 
desjenigen Punktes ist, dessen Coordinaten in (4) ausgedrückt 
sind, so ergiebt sich hieraus eine Regel zur Bestimmung der 
Coordinaten eines durch seine Gleichung gegebenen Punktes, 
wie für die Bildung der Punktgleichung, wenn die Coordi- 
naten des Punktes gegeben sind. Denn bringt man die ge- 
gebene Punktgleichung (2) durch Multiplication mit einem 
eonstanten Factor auf die Form, in welcher das ganz con- 
stante Glied gleich der Einheit ist, so sind die Coefficienten 
von u und v in der Gleichung die Coordinaten des Punktes. 
Multiplicirt man dagegen die gegebenen Coordinaten eines 
Punktes respective mit u und v und setzt die Summe der 
Produkte zur Einheit addirt gleich 0, so hat man die Glei- 
chung des Punktes. 

Wenn man die Liniencoordinaten aus zwei Punktglei- 
chungen berechnet, so erhält man die Coordinaten derjenigen 
geraden Linie, welche die beiden Punkte mit einander ver- 
bindet. Zwei Punktgleichuugen sind demnach die Glei- 
chungen einer geraden Linie in Liniencoordinaten, wie 
zwei Linieugleichungen in Puuktcoordinaten die Gleichungen 
eines Punktes sind. 

Wir unterscheiden die allgemeine Form (2) der Glei- 
chung eines Punktes von der Normalform der Glei- 
chung des Punktes: 

(5) au -f- bv -f- 1 = 0, 

in welcher letzteren Form die Coordinaten des Punktes sich 
unmittelbar als die Coefficienten der Liniencoordinaten dar- 
stellen. Mit der Normalform der Punktgleichung lässt sich 
in vielen Fällen geschickter operiren als mit der allgemeinen 
Form, wie zum Beispiel bei Auflösung der Aufgabe: 

Wenn die Coordinaten U, Feiner geraden Linie 
und die Gleichung eines Punktes in der Normal- 
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form (5) gegeben sind, den senkrechten Abstand 
des Punktes von der geraden Linie zu bestimmen. 

Wenn (5) die gegebene Gleichung des Punktes ist, so 
sind n und b die Coordinaten des Punktes und: 

Ux +Vy± J. _ o 

- P«) 

die Gleichung der gegebenen geraden Linie in der Normal- 
form. Nach der Regel (6) der zweiten Vorlesung wird also 
der gesuchte senkrechte Abstand sein: 

Ua + Vb + l _ 

V(CT* + P«) " 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (5), so ergiebt sich 
daraus folgende Regel: 

(6) . . . Wenn man den linken Theil einer in der 
Normalform gegebenen Gleichung eines Punktes 
durch j/(m ? -f- v 7 ) dividirt, so drückt der Quotient 
den senkrechten Abstand des Punktes aus von der 
durch ihre Coordinaten u, v gegebenen geraden 
Linie. 

Zum Zwecke der Darstellung mehrerer Punkte werden 
wir die Symbole U und A brauchen für die Ausdrücke: 


(7) v==.Au + Bv + C 

(8) A = au -)- bv -(- 1 


und mit U H , U t , ... und A 0 , A t> ... dieselben Ausdrücke 
als U und A, jedoch mit veränderten Werthen der Coeffi- 
cienten bezeichnen. 

Auf diese Weise drücken die Gleichungen in der allge- 
meinen Form: 

' U 0 = 0, CT, = o 

oder in der Normalform: 

A = 0, A,= 0 .... 

irgend ein System von beliebig vielen Punkten aus. 

Haben wir nur zwei durch ihre Gleichungen in der 
Normalform gegebene Punkte : 

(9) A = 0, A t — 0, 

so werden die senkrechten Abstände derselben von einer 

4 * 
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durch ihre Coordinaten u, v gegebenen geraden Linie 1 aus- 
gedrückt durch : 

A A, 

Viu 1 + »*)’ V(u' -(- t) 5 ) 

Die Bedingung, dass diese Abstände einander gleich 
seien : 

(10) A-A,=0 

verlangt, dass die gerade Linie l parallel gehe mit der Ver- 
bindungslinie der gegebenen Punkte, dass sie letztere in 
dem Punkte schneide, der im Unendlichen liegt. Die Glei- 
chung selbst stellt aber einen Punkt dar, durch welchen alle 
jene mit der Verbindungslinie parallelen Linien gehen. Es 
ist dieses also der Punkt der Verbindungslinie, welcher auf 
ihr im Unendlichen liegt. Und in der That finden wir, wenn 
wir nach den gegebenen Kegeln von der Gleichung (10) des 
Punktes zu den Coordinaten desselben übergehen, dass sich 
dieselben als unendlich grosse Grössen darstellen. 

Die Bedingung: 

(H) A + A l= = 0, 

dass die senkrechten Abstände der gegebenen beiden Punkte 
von der geraden Linie l gleich, aber entgegengesetzt seien, 
ist wieder die Gleichung eines Punktes. Dieser Punkt kann 
keiu anderer als der Mittelpunkt der Verbindungslinie sein, 
weil nur diejenigen geraden Linien l von den gegebenen 
beiden Punkten in entgegengesetzter Richtung gleich weit 
abstehen, welche durch jenen Punkt gehen. 

Wir können demnach sagen: 

(12) . . . Wenn A — 0 und A t = 0 die Gleichungen 
zweier gegebenen Punkte in der Normalform sind, 
so sind A — A, — 0 und A -(- A, = 0 die Gleichungen 
zweier Punkte auf der Verbindungslinie der gege- 
benen Punkte, von welchen der erste im Unendlichen 
liegt, der andere die Verbindungslinie halbirt. 

Die Gleichungen (10) und (11) der Punkte auf der ge- 
raden Linie, welche die durch ihre Gleichungen (9) gege- 
benen Punkte verbindet, sind linear zusammengesetzt aus 
den gegebenen Gleichungen (9). Es liegt aber auch jeder 
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Punkt auf der Verbindungslinie zweier gegebenen Punkte, 
dessen Gleichung linear aus den Gleichungen der gegebenen 
Punkte zusammengesetzt ist. 

Denn es seien: 

U = 0, U, = 0 

die Gleichungen der gegebenen Punkte und 
A U -f A, U, = 0 

die aus ihnen linear zusammengesetzte Gleichung eines dritten 
Punktes. Dass dieser Punkt auf der Verbindungslinie der 
gegebenen Punkte liegt, folgt aus der Betrachtung. 

Die Coordinaten der Verbindungslinie der gegebenen 
Punkte genügen jeder von den Gleichungen der gegebenen 
Punkte, sie genügen eben so der Gleichung des dritten 
Punktes, der deshalb auf ihr liegt. Wir haben damit den 
Satz bewiesen, der unter Umständen leicht erkennen lässt, 
dass gewisse drei Punkte in einer geraden Linie liegen: 

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen von drei 
Punkten U = 0, Z7, = 0, U 2 = 0 die Identität statt- 
findet: 

A U + A, U i -f A 2 ü 2 = 0, 

so liegen die drei Punkte auf einer und derselben 
geraden Linie. 

Wir bemerken, dass jene dritte Gleichung mit den will- 
kürlichen Oonstanten A, A, jeden Punkt auf der Verbindungs- 
linie der gegebenen beiden Punkte darstellt. Denn es lassen 
sich diese Oonstanten immer so bestimmen, dass der Glei- 
chung auch genügt wird, wenn mau für die variabelen Coor- 
dinaten u, v die Coordinaten einer ganz bestimmten geraden 
Linie setzt. Diese Bestimmung entspricht demjenigen Punkte 
der Verbindungslinie, in welchem die bestimmte Linie die 
Verbindungslinie trifft. Wir können daher auch den Satz 
umkehren : 

(14) . . . Wenn U — 0, Z7, == 0, U 2 — 0 die Gleichun- 
gen von drei Punkten auf einer geraden Linie sind, 
so kann man immer drei Pactoren A, A,, A 2 der Art 
bestimmen, dass man identisch hat: 

A U -|- Aj U l -j- A, U 2 ss 0. 
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Betrachten wir nun drei durch ihre Gleichungen in der 
Normalform gegebene Punkte: 

A„ = 0, A t = 0, A 2 = 0 

als die Ecken eines Dreiecks, so haben wir die Gleichungen 
der auf den Seiten des Dreiecks im Unendlichen liegenden 
Punkte : 

A { — A. t = 0, A 2 — A„ = 0, A 0 — A x — 0. 

Ihre Summe 

Mi - A,) + (A t - A 0 ) + (A u - A x ) - 0 

verschwindet identisch. Man wird deshalb nach Satz (13) 
irgend drei Punkte im Unendlichen als auf einer geraden 
Linie liegend zu betrachten haben. In der That rücken auch 
alle drei Schnittpunkte einer geraden Linie und der Seiten 
des Dreiecks in das Unendliche, wenn zwei Schnittpunkte 
auf den Seiten des Dreiecks in das Unendliche verlegt werden. 

Combiniren wir die Gleichungen der Halbiruugspuukte 
der Seiten des Dreiecks: 

A t -{- A.; = 0, A.j -f A„ = 0, A n -j- A t — 0 

mit den Gleichungen jener drei Punkte im Unendlichen, so 
ergeben sich daraus die identischen Gleichungen: 

M* -t- yl„) — Mo -{- A t ) -f- (A , — -4 2 ) ~ 0 

Mo + 4,) — Mi + 4 2 ) + Mi — -^o) -='^ 

Mi 4- 4 2 ) - Mi + -^o) 4- M» — -4|) = o. 

Diese Gleichungen beweisen, dass die Verbindungslinie der 

Mitten zweier Seiten des Dreiecks die dritte Seite im Un- 
endlichen schneidet, das heisst, mit ihr parallel ist. 

Wenn wir die Zusammensetzung der drei Punktgleichun- 
gen in das Auge fassen : 

■Aft + 4 , + A 2 — 0 

^0 + + -d 2 = 0 

-- A 1 + A., = 0 
A u -f- A, — A.j — 0, 

so können wir auf Grund von (13) aus der ersten Gleichung 
unmittelbar den Satz ablesen: 
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Die Verbindungslinien der Mitten der Seiten 
eines Dreiecks mit den gegenüberliegenden Ecken 
schneiden sich in einem und demselben Punkte. 

Die drei anderen Punktgleichungen beweisen, dass in 
einem Parallelogramme die Diagonalen sich halbiren. 


Fünfte Vorlesung. 

Harmonische Punkte. Punkte der Involution. 

Wenn die Gleichungen zweier Punkte 0 und 1 in der 
Normalform gegeben sind: 

(1) A = 0, A t = 0, 

und wenn u, v die Coordinaten irgend einer geraden Linie 
l vorstellen, so genügen letztere den gegebenen Gleichungen 
nicht, vielmehr verhalten sich nach (6) der vorhergehenden 
Vorlesung A 0 : A, wie die senkrechten Abstände der gege- 
benen Punkte von der geraden Linie l. 

Sollen die genannten senkrechten Abstände sich wie 
zwei gegebene Grössen a u : a, verhalten, so haben wir als 
Bedingung: 

(2) _ ii = 0 

w “o »1 

die Gleichung eines Punktes, durch welchen alle geraden 
Linien gehen, deren senkrechte Abstände von den gegebenen 
beiden Punkten sich wie a 0 : a, verhalten. 

Der so deliuirte Punkt (2) liegt, wie die geometrische 
Anschauung lehrt, mit den gegebenen beiden Punkten 0 
und 1 auf einer und derselben geraden Linie und seine Ent- 
fernungen von den gegebenen Punkten verhalten sich eben- 
falls wie a„ : a,. Es ist die Gleichung (2) deshalb die Glei- 
chung des eben genannten Punktes. 

Setzen wir A = — , so stellt die Gleichung: 

o, 

(3) A u — AA, — 0 

mit dem willkürlichen Factor A jeden beliebigen Punkt 2 
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auf der Verbindungslinie der gegebenen Punkte dar. Der- 
selbe liegt zwischen den gegebenen Punkten, wenn A negativ 
ist, im anderen Falle liegt er ausserhalb. Er fällt mit einem 
der gegebenen Punkte zusammen, wenn A = 0 oder A = oo 
wird. 

Die geometrische Bedeutung des Factors A in der Glei- 
chung (3) ist nach dem Vorhergehenden 

i — (20) 

W * (21) 

Ein beliebiger anderer Punkt 3 auf der Verbindungslinie 
der gegebenen Punkte hat zur Gleichung: 

(5) A„ ~ uA t = 0. 

Das Verhältnis: 

{tv , i _ (2U) . (SO) 

f* (21) * (31) 

heisst das anharmonische Verhiiltiiiss des Punktepaares 
2, 3 zu dem gegebenen Punktepaare 0, 1. 

Sind zwei Punktepaare auf einer geraden Linie durch 
ihre Gleichungen in der Form gegeben: 

(7) . F 0 = 0, V, = 0, V 0 -IV, = 0, F 0 — mPj = 0, 
so ist das anharmonische Verhältniss derselben: 

< 8 > £ 

Man überzeugt sich davon, wenn man die gegebenen 
Gleichungen (7) durch Multiplication mit Factoren auf die 
Formen (1), (3), (5) zurückführt. 

Wir stellen uns nun die allgemeinere Aufgabe: 

l 

Gegeben sind die Gleichungen von vier Punk- 
ten auf einer geraden Linie: 

V 0 A U t — 0, U 0 A, U t — U, 
w u n -nU t = o, U n - g, = 0, 

das anharnionische Verhältniss des letzten Punkte- 
paares zu dem ersten zu bestimmen. 


Setzen wir U n — A U, = V 0 , U 0 — p U i = F, und 
drücken in den Gleichungen (9) U 0 und Z7, durch F 0 und 
Fj aus, so nehmen jene Gleichungen die Gestalt der Glei- 
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chungen (7) au. Das gesuchte anharmonische Verhältnis« 

— dort wird hier: 
m 

* — L . * — Pi 
’ P — L * P — Pi 

Wenn das anharmonische Verhältnis den Werth — 1 
annimmt, so nennt man es ein harmonisches Verhältnis 
und die beiden Punktepaare auf' einer geraden Linie heissen 
harmonische Punktepaare. 

Nach dieser Definition werden zwei harmonische Punkte- 
paare auf einer geraden Linie analytisch ausgedrückt durch 
die Gleichungen: 

(11) V„ = 0, V, = 0, V 0 — A K, = 0 , V„ + A F, = 0, 

und die Bedingung, unter welcher zwei Punktepaare (9) auf 
einer geraden Linie harmonisch sind: 



t Ai | I p i . 1 

P — P — Pi 

giebt entwickelt: 

(12) ... Ap. — ^(A + g) (A, f*t) + A,g, = 0. 

Die geometrische Bedingung für zwei harmonische 
Punktepaare geht aus (6) hervor: 


(13) 


(20) , (30) _ n 

(21) 1“ (31) 


Diese Bedingungsgleichung hat man zu discutiren , um 
ein» Vorstellung von der Lage zweier harmonischen Punkte- 
paare zu erhalten. Aus ihr kann mau ersehen, dass, wenn 
der Punkt 2 die Linie 0 1 lialbirt, der Punkt 3 im Unend- 
lichen auf der Linie liegen muss. Wenn der Punkt 2 aus 
dieser Lage sich einem der Punkte 0, 1 nähert, so nähert 
sich der Punkt 3 demselben Punkte ausserhalb von (I und 1. 
in dem Greuzfalle fallen die sich bewegenden Punkte 2 und 
3 mit dem einen oder dem anderen festen Punkte 0 oder 1 
zusammen. 


Dasjenige Punktepaar zu bestimmen, welches 
harmonisch ist mit zwei gegebenen Punktepaaren 
auf einer geraden Linie. 


Sind die Gleichungen der gegebenen Punktepaare: 
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u 0 - A 0 U t = ü, i/ u — A, I/, = 0 
f*o = (iiU t = 0 

uud die Gleichungen des gesuchten Punktepaares: 
t/,, — A t/, = 0 
U n fi U t — 0, 

so hat man nach (12) die Bedingungen: 

+ f 4 ) (^o + f*o) + ^ofh) = 0 
— i (^ + fO (^i + f*i) + ^if*i =0. 

Löset man diese in Rücksicht auf A fi und (A -|- ft) linea- 
ren Gleichungen auf, wodurch inan erhalte Aft = 5, A-f- ft — a, 
so ist: 

z 2 — az b — 0 

die quadratische Gleichung, deren Wurzeln die gesuchten 
Grössen A und ft sind. Zugleich können wir sagen : 

(14) . . . Es giebt immer nur ein bestimmtes Punkte- 
paar, welches harmonisch ist mit zwei gegebenen 
Punktepaaren auf einer geraden Linie. 

Hat die quadratische Gleichung reelle Wurzeln, so ist 
das gesuchte Punktepaar reell, im andern Falle imaginär. 

Drei Punktepaare auf einer geraden Linie bilden eine 
Involution, wenn ein viertes Punktepaar gefunden werden 
kann, welches harmonisch ist mit jedem der drei Punkte- 
paare. 

Aus dieser Definition der Involution folgt mit Rücksicht 
auf den Satz (14), dass von drei Punktepaaren der Involution 
fünf Punkte beliebig gewählt werden können, dass aber der 
sechste Punkt unzweideutig bestimmt ist, wenn es feststeht, 
welche Punkte sich paaren sollen. Es wird daher eine Be- 
dingungsgleich uug für die Involution ausreichen. 

Es sind die Gleichungen von drei Punktepaa- 
ren auf einer geraden Linie gegeben: 

V a — A 0 F t = 0, V 0 — A, F, = 0, V„-A,V t =0 

^o~f*o^ = 0, Fo-f^F,- 0, F.-ftF.-O; 
die Bedingung anzugeben, unter welcher die drei 
Punktepaare eine Involution bilden. 
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Wenn die drei Punktepaare eine Involution bilden, so 
hat man nach der Definition ein Punktepaar: 

V 0 — AFj = 0 
F.-pF.-O, 

welches harmonisch ist mit jedem der gegebenen Punkte- 
paare. Dieses verlangt nach (12) die Bedingungen: 

— i X* + f 4 ) (*« + f 4 «) + = 0 

Ap — J^(A -f- p) (A, -f- p,) -f- A, pj = 0 

Ap — i + f 4 ) (^2 + P 2 ) + ^2 P 2 = B, 

aus welchen durch Elimination von Ap und J(A -|- p), welche 
Grössen linear in die Gleichungen eingehen, die gesuchte 
Bediugungsgleichung der Involution hervorgeht: 

(16) (A 0 — .pj) (A, p 2 ) (A 2 ^ 1 ) (Pi ^ 2 ) (P 2 — ^o) = 0- 

Im speciellen Falle kann das erste Punktepaar der In- 
volution mit einem Punkte, das dritte wieder mit einem 
andern Punkte zusammenfallen. Dieses trifft zu, wenn 
A u = Po = A und A 2 = p 2 = p wird. Dadurch geht die 
Gleichung (16) über in (12) und wir haben den Satz: 

(17) . . . Wenn von drei Punktepaaren der Invo- 
lution das eine Punktepaar mit einem Punkte zu- 
sammenfällt, ein zweites Punktepaar mit einem 
zweiten Punkte, so ist das dritte Punktepaar der 
Involution harmonisch mit den beiden Punkten. 

Die Involution von drei Punktepaaren lässt sich hiernach 
als ein allgemeinerer Fall von harmonischen Punktepaaren be- 
trachten, indem jeder Punkt eines Paares der letzteren sich 
in zwei Punkte zertheilt. 

Jede drei Punktepaare auf einer geraden Linie stellen 
sich analytisch auch unter der Form dar: 

A 0 = 0, A 0 — ij A { = 0, A 0 — l 2 A, = 0 
A t =0, A 0 — m i A i — 0, A 0 — m 2 A l =0 ) 0 

wo wir unter A 0 = 0 und A t = 0 die Normalformen der 
Gleichungen des ersten Punktepaares A 0 , B n verstehen. Die 
Gleichungen des zweiten Punktepaares A t , B [ , ebenso die 
des dritten Punktepaares A 2 , B 2 sind aus diesen zusammen- 
gesetzt. 
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Wir erhalten nun die Bedingung der Involution der ge- 
nannten drei Punktepaare, wenn wir in (16) setzen A 0 = 0, 
u 0 = oo und zugleich die Buchstaben A und p mit l und m 
vertauschen: 


(18) l t m, — l 2 in., = 0. 

Daraus geht nun die geometrische Bedingung der Involution 
der drei Punktepaare hervor, wenn wir nach (4) die VVerthe 
der vier Grössen l und m setzen : 


( 19 ) 


= 0 . 


U,_Ä n ) ( 1 i t A„) (B,A 0 ) 

■ (A,B„) ' (B,B 0 ) {A t B„) ' [B t B„) 

In dieser Gleichung lassen sich je zwei von den drei 
Punktepaaren mit einander vertauschen, wodurch man zwei 
andere aber nur der Form nach verschiedene Bedingungs- 
gleichungen der Involution erhält. 

Auf die Form der Gleichungen von drei Punktepaareil 
auf einer geraden Linie, aus welchen wir die Gleichung (19) 
abgeleitet haben, können wir die Gleichungen (15) zurück- 
führen, wenn wir setzen: 


F 0 - W 

woraus folgt: 


Ar 


/*«» Vt 


A, 


i 

f»0 ^0 


F,= — f La 0 —±A \. 

I V, 1 J*o— *o l*\j 0 v, 

Setzen wir diese Werthe von V„ und V, in die Glei- 
chungen (15), so ergiebt sich: 


; v ii Go ^i) ... v o Gn m) 

1 MPu“ *l) 1 V, (/* 0 — Mi) 7 

1 , Go D * 0 Go ~ (*■>' 

2 V, (p„ - l t ) ’ 2 v, (Po — 1**) ’ 

und die Gleichung (18) geht über in die neue von (16) ver- 
schiedene Form der Bedingungsgleichung der Involution von 
drei Punktepaaren (15): 

(20) . . (A„ - Aj) (A 0 - g.) (g 0 - A 2 ) (g 0 - 

(*« ^2) (^0 f 1 }) (/* 0 ^1) (f*o f*i) = 0 . 

Wie diese von einander verschiedenen Formen der Be- 
dingimgsgleicliung der Involution von • Linieupaaren oder 
Punktepaaren direct in einander übergeführt werden können, 
werden wir in der folgenden Vorlesung aus einander setzen. 
Nach der Definition stellen folgende Gleichungen: 
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V n - KV, = o, v 0 - \ v, = o, v 0 - Ä 2 v, = 0 

F 0 + ^«^=0, F. + i.F.-O, F 0 + A 2 F,=0 


irgend welche Punktepaare der Involution dar, weil jedes 
Punktepaar harmonisch ist mit dem Punktepaare F„ = 0, 
F, = 0. Um die Gleichungen von Punktepaaren der Invo- 
lution auf diese Form zurückzuführen, bedarf es freilich der 
Auflösung einer quadratischen Gleichung. 

Führen wir an Stelle der beiden Symbole F„, F, in 
jene Gleichungen drei Symbole symmetrisch ein, indem wir 


setzen : 
F 0 -A 0 F,= 


U K 

Ai — ii’ 


f.-a, 


u 


V„ — A,F,= 



so haben wir die identische Gleichung: 

u„ +u t + u 2 = 0 

und jene sechs Gleichungen gehen über in : 


U n = 0, 

F,_f/ 

Pi Pa 


u, = 0, 

U t _ u 0 = 

Pa Po 


ü. 


0 


0, 


wenn man setzt: 

l, — li 


= f* »> 


G ^0 

^2 -f- K 


= f*i , 


F» F| 

Po Pl ’ 


In 


Diese drei Grössen u in den transfornrirten Gleichungen 
der Punktepaare der Involution sind ebenso willkürlich als 
die drei Grössen A, aus welchen sie zusammengesetzt sind. 
Führt man endlich für die allgemeinen Formen U die Normal- 
formen A ein, indem man setzt p„ U n — A {) , p, t7, = A„ 
q.,U., = A.j, so geht jene identische Gleichung über in: 

A$ i Ai i At —— q 
Po ' Pi ' Pa 

und die Gleichungen von irgend drei Punktepaaren der In- 
volution nehmen die Gestalt an: 

= 0, A, =? 0, Ä 2 = 0 

A t A t __ q A t >'I,i __ 0 A a A t __ q 

PiP I PaPa ’ PaPa PoPo ’ PoPo PiPi 
Da nun nach (4) ist: 

Pi Pi (F 0 A,) PaPa ( A| A^) PoPo __ (-®a-d o) # 

PaPa j J Popo Pt Pi ( 1^2 A ( j 

wenn man die Punktepaare bezeichnet mit A 0 li u , A l li l , 
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A 2 B 2 , so erhält man durch Multiplication der letzten drei 
Gleichungen : 

^ t) j ^ . ( U t A t ) . (B.Aq) 

K ' (BjAJ.&tAJ.iBiA,) 

eine neue geometrische Bedingungsgleichung für drei Punkte- 
paare der Involution, in welcher man auch die Punkte eines 
jeden Paares mit einander vertauschen kann. 

Durch zwei Punktepaare auf einer geraden Linie ist das 
Punktepaar nicht vollständig bestimmt, welches mit jenen 
eine Involution bildet. Wir können uns daher die Aufgabe 
stellen : 


Dasjenige Punktepaar zu bestimmen, welches 
eine Involution bildet mit zwei gegebenen Punkte- 
paaren auf einer geraden Linie und zugleich eine 
Involution mit zwei anderen gegebenen Punktepaa- 
ren auf derselben geraden Linie. 


Die Bedingung, dass drei Punktepaare (15) auf einer 
geraden Linie eine Involution bilden, ist die Gleichung (16), 
welche nach A 0 und p 0 entwickelt die Form annimmt: 

^•»Pn — (^o + Po) P + Q — 0- 

Soll das erste Punktepaar (15) eine Involution bilden mit 
noch zwei anderen. Punktepaaren auf derselben geraden Linie, 
so haben die Grössen A 0 p 0 und (A 0 -f- p 0 ) einer zweiten linea- 
ren Bedingungsgleichung zu genügen. Giebt nun die Auf- 
lösung der genannten linearen Gleichungen: 
p 0 = b , (Ä 0 -f- Po) = n , 

so ist: 


z 1 — az b = 0 


die quadratische Gleichung, deren Wurzeln A 0 und p 0 das 
gesuchte Punklepaar bestimmen. Daraus schliessen wir: 

(22) ... Es giebt immer nur ein bestimmtes Punkte- 
paar, welches eine Involution bildet mit zwei gege- 
benen Punktepaaren und mit zwei anderen gegebe- 
nen Punktepaaren auf derselben geraden Linie. 


Nachdem wir im Vorhergehenden die Bedingungen für 
zwei harmonische Puuktepaare und der Involution von drei 
Punktepaareu in verschiedenen Formen entwickelt haben, 
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werden wir in dem folgenden Theile der Vorlesung vorzugs- 
weise solche lineare Figuren betrachten, in welchen diese 
Bedingungen erfüllt sind. Die Construction von harmonischen 
Punktepaaren und Punktepaaren der Involution wird sich 
daraus von selbst ergeben. 


Wir betrachten ein Dreieck, dessen Ecken 0 1 2 durch 
ihre Gleichungen in der Normalform gegeben seien: 

A „ =0, Aj = 0, A 2 — 0. 

Bezeichnen wir mit a 0 a, a 2 drei willkürliche Grössen, so 
stellen die Gleichungen: 



irgend drei Punkte auf den drei Seiten des Dreiecks dar, 
welche auf einer und derselben geraden Linie liegen, weil 
die Summe der drei Gleichungen identisch 0 ist. Wir kön- 
nen deshalb auch kürzer sagen, dass die angegebenen Glei- 
chungen die sechs Schnittpunkte von irgend vier geraden 
Linien analytisch ausdrücken. 

Bezeichnen wir die drei letzten Punkte mit JB 0 B i Ti., und 
die Ecken des Dreiecks mit A 0 A i A 2 , so haben wir nach (4): 

fl) (BgA,) fl 2 'BlA,) ft(, {H 2-4ol 

a i (■Bo-dj)’ fl.) (B.A,)’ a i (Bj-4|) 

Multipliciren wir diese Gleichungen, so erhalten wir die Glei- 
chung (21), die Bedingungsgleichung der Involution. Den- 
noch bilden die sechs Punkte keine Involution, weil sie nicht 
auf einer und derselben geraden Linie liegen. Nur in dem 
Grenzfalle, wenn die vier geraden Linien mit einer geraden 
Linie zusammenfallen, liegen sämmtliche sechs Schnittpunkte 
. auf der geraden Linie. Dann werden aber die Schnittpunkte 
unkenntlich. 

Die gemachte Bemerkung beweiset nichts weiter, als 
dass die drei Schnittpunktepaare von vier geraden Linien 
sich als eine Ausdehnung von Punktepaareu der Involution 
betrachten lassen, welche nicht auf derselben geraden Linie 
liegen. 

Wenn wir auf jeder Seite des Dreiecks zu dem Schnitt- 
punkte der geraden Linie den vierten harmonischen Punkt 
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fixiren, so stellen sich die Gleichungen dieser Punkte wie 
folgt dar: 


A| | A% __ q Aß . Aß 

o, a, ’ «s ' «o 


0 , 


^! = 0 , 

fl. 1 fl. 


Die Combinntion der linken Theile der sechs letzten 
Punktgleichungen giebt identische Gleichungen von der Art: 

/4| . AA /A* i A.\ I / A 0 A,\ a 

V«, ' a t ) \rt 2 ' <i„) * \ <*,/ ’ 

welche den Satz beweisen: 

Wenn man die Seiten eines Dreiecks oder deren 
Verlängerungen durch eine gerade Linie schneidet 
und zu zwei Schnittpunkten derselben auf den Sei- 
ten des Dreiecks die vierten harmonische n Punkte 
construirt, so liegen die beiden construirten Punkte 
und der dritte Schnittpunkt auf einer geraden Linie. 

Wenn wir die Zusammensetzung der folgenden vier 
Punktgleichungen beachten: 

4* _j_ 4) _l 4i — o 

«i, n, «, 

4* 4 _ 4* 4 . 4s _ o 

A. • A. * fl. 


«i 

«0 

A„ 

On 


»i 

A, 


4 -* = 0 


4 4< _ 4* = o, 

1 A. /I. ’ 


so ergeben sich daraus die geometrischen Sätze: 

Wenn man die Seiten eines Dreiecks oder deren 
Verlängerungen durch eine gerade Linie schneidet 
und auf jeder Seite zu dem Schnittpunkte den vier- 
ten harmonischen Punkt construirt, so schneiden 
sich die drei geraden Linien, welche die construir- 
ten Punkte mit den gegenüberliegenden Ecken des 
Dreiecks verbinden, in einem und demselben Punkte. 

Wenn man die Seiten eines Dreiecks oder deren 
Verlängerungen durch eine gerade Linie schneidet, 
zu einem der Schnittpunkte auf der Seite des Drei- 
ecks, auf welcher er liegt, den vierten harmonischen 
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Punkt construirt, und diesen Punkt durch eine ge- 
rade Linie mit der gegenüberliegenden Ecke des 
Dreiecks verbindet, so geht die Verbindungslinie 
durch den Punkt, in welchem sich die Verbindungs- 
linien der beiden anderen Schnittpunkte und der 
gegenüberliegenden Ecken des Dreiecks schneiden. 

Zur Erläuterung dieses Satzes dient die folgende Figur: 

Die Seiten des Drei- 
ecks 0 12 sind durch 
eine beliebige gerade 
Linie in den Punkten 
1 - 2 , 2 — 0 , 0—1 
geschnitten. Der vierte 
harmonische Punkt 
1 + 2 zu 1 — 2 auf der 
Seite 1 2 des Dreiecks 
ist mit dem Punkte 0 
durch eine gerade Linie 
verbunden, welche durch 
den Punkt —0+1 + 2 
geht, in welchem sich 
die Verbindungslinien 
der Schnittpunkte 0 — 1 und 2 — 0 mit den gegenüber- 
liegenden Ecken 2 und 1 des Dreiecks schneiden. Der Satz 
lehrt zugleich die Aufgabe lösen: 

Wenn von zwei harmonischen Punktepaaren 
drei Punkte gegeben sind, den vierten harmonischen 
Punkt linear zu construiren. 

Sind nämlich auf einer geraden Linie das Punktepaar 

1 2 und der Punkt 1 — 2 gegeben, so construirt man den 
vierten harmonischen Punkt 1+2, indem man ein Dreieck 
0 12 bildet und dasselbe durch irgend eine gerade Linie 
(2 — 0, 0 — 1, 1 — 2) schneidet, welche durch den gege- 
benen Punkt 1 — 2 geht. Verbindet man dann den Schnitt- 
punkt — 0 + 1 + 2 der geraden Linien 0 — 1,2 und 

2 — 0, 1 durch eine gerade Linie mit der Ecke 0 des Drei- 
ecks, so schneidet dieselbe die Seite 1 2 des Dreiecks in dem 
gesuchten vierten harmonischen Punkte 1+2. 

llesao, analyt. (Seometr. d. Ebern*. 2. Aufl. 5 


Pig. 9. 


x-o 
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Um den Satz, aus dem wir die Construction des vierteil 
harmonischen Punktes abgeleitet haben, für den Gebrauch 
bequemer auszusprechen, bemerken wir, dass das Dreieck 
0 12 mit der geraden Linie (1 — 2, 2 — 0, 0 — 1) und 
dasselbe Dreieck 0 12 mit dem Punkte — 0 + 1 + 2 sich 
gegenseitig bestimmen. Die drei Ecken 0, 1, 2 des Dreiecks 
und der Punkt — 0 — f— 1 — }- 2 unterliegen keiner Beschrän- 
kung. Es ist darum das Viereck, dessen auf einander folgende 
Ecken sind 2, 0, 1, — 0 -f- 1 -f- 2 ein ganz beliebiges. Ver- 
vollständiget man dieses Viereck, so sieht man in der Figur 9, 
wie die eine Diagonale desselben von den beiden anderen in 
den harmonischen Punkten 1 — 2 und 1. -f- 2 geschnitten 
wird. Mau kann daher kürzer sagen: 

(23) . . . Jede zwei Diagonalen eines vollständigen 
Viereckes theilen die dritte Diagonale harmonisch. 

Ein einfacherer Beweis dieses Satzes ist folgender: 

Fig. io. 


l 



Wenn I7 0 = 0, U t = 0, JJ 7 = 0, U 3 = 0 die Glei- 
chungen der auf einander folgenden Ecken eines Viereckes 
sind, so lassen sich vier Grössen x der Art bestimmen, dass 
man identisch hat: 

*o U 0 + * X U X + x 2 U 2 + x 3 ü 3 = 0. 

Bezeichnet man alsdann mit a, b, c die Ausdrücke: 
a = x 0 U 0 -f- x, U 3 , b = x, CT, x 2 U 3 , c = x, U, + x 3 U s , 
so sind auf Grund der vorausgeschickten identischen Glei- 
chung: 

a = 0, b = 0, c = 0 
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die Gleichungen der beiden Schnittpunkte der gegenüber- 
liegenden Seiten des Viereckes und des Schnittpunktes der 
Diagonalen. 

Die dritte Diagonale ab des vervollständigten Viereckes 
wird nun von den beiden anderen Diagonalen in den Punk- 
ten a — b und a -f- b geschnitten , deren Gleichungen sind : 

a — b = 0, a-\-b — 0. 

Diese Schnittpunkte sind aber harmonisch mit den End- 
punkten a und b der Diagonale, wie aus der Composition 
ihrer Gleichungen ersichtlich ist. 

Um eine klare Vorstellung von drei Punktepaaren der 
Involution zu erhalten, werden wir einen Satz entwickeln, 
der solche Punktepaare construiren lehrt. 

Durch vier Punkte lassen sich drei Linienpaare legen, 
von welchen jedes Paar durch alle vier Punkte geht. Die 
vier Punkte 0 12 3 in der Figur 11 seien gegeben durch 
ihre Gleichungen: 

U 0 = 0, Z7, = 0, U 2 = 0, ü 3 = 0. 

Wir schneiden jene drei Linienpaare, welche diese vier Punkte 
paarweise verbinden, durch eine gerade Linie L und suchen 
die Schnittpunktepaare zu bestimmen. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass u 0 w, .. die 
Werthe seien, welche die Ausdrücke U 0) U l . . annehmen, 
wenn man in letzteren für die laufenden Coordinaten die 
Coordinaten der geraden Linie L setzt. Alsdann sind: 


u«_ 

Up 

= o, 

Ui_ 

Up 

= 0, 

U±_ 

Mi 

— 0 

Up 

«3 


«1 

u 3 


«2 

«3 



Ut 

= 0, 

Up_ 

Up 

= 0, 

Up__ 

Ui 

= 0 

Mj 

Up 

Up 

«u 


Up 

U, 



die Gleichungen der gesuchten Puuktepaare auf Grund ihrer 
Zusammensetzung und weil sie sämmtlich erfüllt werden, 
wenn man für die variabelen Coordinaten die Coordinaten der 
geraden Linie setzt. 

Bringen wir nun die drei oberen Gleichungen auf die 
Normalform, indem wir setzen: 

Up Up Ap Up A t Uf ^ Up Ap 

«l> «3 PoMo’ «I «3 Pl f'l ’ «3 «3 Pi .“«’ 
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Fünfte Vorlesung. 


so stellen sich jene sechs Gleichungen dar in Ausdrücken 
der Symbole A wie folgt: 

A 0 = 0, A, = 0, A 2 = 0 

A) A , __ q A t Aq q Aq A, __ q 

Ql Pi Qi Pt ’ QtPt Qo Po ’ Qo Po Qi Pi 

Es sind dieses dieselben Gleichungen, aus welchen wir 
die Bedingungsgleichung (21) der Involution von drei Punkte- 
paaren abgeleitet haben. Da sie selbst Punktepaare der In- 
volution darstellen, so können wir sagen: 

(24) . . . Jede gerade Linie schneidet die drei Linien- 
paare, welche irgend vier Punkte paarweise verbin- 
den, in Punktepaaren der Involution. 

Dieser Satz lehrt die Aufgabe lösen: 

Wenn von drei Punktepaaren der Involution auf 
einer geraden Linie fünf Punkte gegeben sind, den 
sechsten Punkt linear zu construiren. 

Sind von den Punktepaareu A 0 B 0 , A,B t , A 2 B 2 der 
Involution auf der geraden Linie L die fünf ersten gegeben, 

Fig. 11. 


* 



so construiren wir den gesuchten Punkt B 2 in folgender Art. 

Wir legen durch die Punkte A 2 A, B n irgend drei gerade 

Linien, welche das Dreieck 12 3 bilden. Ziehen wir alsdann 
7 . . 

die geraden Linien (3 A 0 ) und -( 2 B t ) und verbinden den 
Schnittpunkt 0 derselben mit dem Punkte 1 durch eine ge- 
rade Linie, so trifft dieselbe die gerade Linie L in dem ge- 
suchten Punkte B r 
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Wenn man in der beschriebenen Figur die gerade Linie 
L in die Lage von (P,, P 2 ) rücken lässt, so fällt das Punkte- 
paar Aq B 0 mit P<, und das Punktepaar A. 2 P 2 mit P 2 zu- 
sammen und nach Satz (17) wird das dritte Punktepaar .4,2?, 
harmonisch mit dem Punktepaare P 0 P 2 . Dieses beweiset 
auch der vorletzte Satz (23). Denn die gerade Linie L, 
•wenn sie durch P 0 und P 2 geht, ist eine Diagonale des ver- 
vollständigten Vierecks 0 12 3, die von den beiden anderen 
Diagonalen in harmonischen Punkten geschnitten wird. 

Die beschriebene Figur stellt drei Linienpaare dar, welche 
vier Punkte 0 12 3. paarweise verbinden und eine gerade 
Linie L, welche jene schneidet. Die Gleichungen der Schnitt- 
punkte haben wir am Anfänge unserer Untersuchung auf- 
gestellt. Fixiren wir nun auf jeder jener sechs geraden 
Linien denjenigen Punkt, welcher harmonisch ist zu dem 
Schnittpunkte der geraden Linie L , so sind die Gleichungen 
dieser Punkte: 


«o 

U, 


+ — = 0, 

11. 7 


P* + Pi = 0, 
«1 


V* _i_ Ha = 0 

1A. * 11. 


t/. = 0 P._|_iS> = 0 . ^24 .Ei 


+ —* — <), 
1 M. 7 


«o 


0, 


«,+ u, 


0.. 


Da aus jedem dieser Gleichungenpaare durch Addition 
die Gleichung hervorgeht: 


Hs + Hl + Es + Hs = 0 

U 0 ' M, ' U 2 ' M, ’ 


so haben wir durch diese einfache Bemerkung den Satz be- 
wiesen: 


Wenn man drei Linienpaare, welche vier Punkte 
paarweise verbinden, durch eine gerade Linie schnei- 
det, und zu jedem Schnittpunkte den vierten harmo- 
nischen Punkt construirt auf der von jenen sechs 
geraden Linien, auf welcher der Schnittpunkt liegt, 
so schneiden sich die drei geraden Linien, welche 
die construirten Punkte paarweise verbinden, in 
einem und demselben Punkte. 


Lässt man die, die Figur schneidende, gerade Linie 
in das Unendliche fallen, so specialisirt sich der Satz wie 
folgt : 


Digitized by Google 



70 


Seclmte Vorlesung. 


Die drei geraden Linien, welche die Mittelpunkte 
der gegenüberliegenden Seiten und die Mittelpunkte 
der beiden Diagonalen eines Vierecks verbinden, 
schneiden sich in einem und demselben Punkte. 


Sechste Vorlesung. 

Zur Involution. 

Wir haben in den vorhergehenden Vorlesungen vielfache 
Gelegenheit gehabt zu sehen, wie dieselben analytischen 
Formeln eine doppelte geometrische Deutung erfahren, je 
nachdem man die Variabelen in ihnen als Punktcoordinaten 
oder als Liniencoordinaten betrachtet. Es ist gewiss nicht 
zu viel behauptet, wenn man sagt, dass nach Feststellung 
des Begriffes der Punktgleichung die vierte und fünfte Vor- 
lesung eine ganz noth wendige Folge seien aus der zweiten 
und dritten Vorlesung. Die vierte und die fünfte Vorlesung 
enthalten in der That nichts als eine neue Art, dieselben 
analytischen Formeln zu lesen. 

Obwohl wir bemüht sein werden, diese doppelte Lesart 
analytischer Formeln auch in den folgenden Vorlesungen 
durchzuführen, so wird es für die gegenwärtige Vorlesung, 
die den bereits behandelten Gegenstand der Involution 
aus einem anderen Gesichtspunkte wieder aufnimmt, genügen, 
auf die doppelte Interpretation nur gelegentlich aufmerksam 
zu machen. 

Es ergaben sich in den vorangegangenen Vorlesungen 
zwei ganz verschiedene Bedingungsgleichungen (16) und (20) 
für die Involution von drei Linienpaaren, welche von dem- 
selben Ursprung ausgehen, sowie von drei Punktepaaren, 
welche auf einer und derselben geraden Linie liegen. Durch 
Ausrechnung wird man sich überzeugen können, dass die eine 
Gleichung auf die andere zurückführt. An Stelle der Rech- 
nung werden wir jedoch hier dem befrachtenden Gedanken den 
Vorzug geben. Zu diesem Zwecke wiederholen wir die Resul- 
tate der vorhergehenden Vorlesung in wenig geänderter Form: 
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„Wenn drei Punktepaare 12, 3 4, 5 6 auf einer geraden 
Linie durch ihre Gleichungen: 

m F.-A^-O, F 0 -A 3 F 1 = 0, F 0 -A 5 F,=0 

F 0 — Aj F, = 0, F 0 — A 4 F, = 0, F 0 — A B F, = 0 

gegeben sind, so ist nach (20) der fünften Vorlesung die 
Bedingung der Involution der drei Puuktepaare: 

(2) . . (A, - A 3 ) (A, - A 4 ) (Aj - A ä ) (A 2 _ A 6 ) 

(A 2 A 3 ) (A 2 A 4 ) (A, A 5 ) (A, A 6 ) = 0 , 

t 

oder auch nach (16): 

(3) (A 4 -A,) (A 6 -A 3 ) (Aj-A 5 ) + (A 3 -Aj) (A 5 — A 4 ) (A,— A 6 )==0." 
Diese beiden Gleichungen, von welchen jede die Bedin- 
gung der Involution ausdrückt, sind ihrem Wesen nach eine 
und dieselbe Gleichung, nur ihrer Form nach sind sie ver- 
schieden. Man erhält aber aus (2) noch zwei andere, der 
Form nach verschiedene Gleichungen, wenn man A, mit A 4 
und zugleich A 2 mit A 3 , oder wenn man A, mit A 6 und zu- 
gleich Aj mit A 5 vertauscht. Ebenso erhält man aus (3) noch 
drei andere Gleichungen, wenn man entweder A, mit A. 2 oder A 3 
mit A 4 oder A s mit A 6 vertauscht. Da durch die angegebenen 
Vertauschungen die Punktepaare (1) nur in einander übergehen, 
so braucht nur eine von den sieben angegebenen Gleichungen 
erfüllt zu sein, die sechs anderen werden von selber erfüllt. 

Die linken Theile dieser Gleichungen sind die sieben 
ganzen Functionen der sechs Grössen A: 

F» = (A, - A 3 ) (A, - A 4 ) (Aj - A s ) (Aj - A 6 ) 

(Aj A 3 ) (Aj — A 4 ) (A, Aj) ^Aj A # ) 

F34 = (A 3 Aj) (A 3 Ag) (A 4 A,) (A 4 Aj) 

- (A4 - Aj) (A 4 - AJ (A 3 - A.) (A, - Aj) 

Fj 8 = (Aj - A.) (Aj - Aj) (A 8 - A,) (A 6 - A 4 ) 

(A(i A|) (Ag Aj) (Aj Aj) (Aj A 4 ) 

(4) . . F { = (A 4 — A,) (A, - A 3 ) (Aj - Aj) 

-(- (Aj Aj) (Aj Aj) (A | Ag) 

Fj = (A 4 - Aj) (Ag - A 3 ) (A, - Aj) 

+ (Aj - Aj) (Aj - A 4 ) (Aj - Ag) 

Fj = (Aj - A.) (Ag - A 4 ) (Aj - Aj) 

+ (A4 - A 2 ) (Aj - A 3 ) (A, - Ag) 

F X — (A 4 A,) (Aj Aj) (Aj Ag) 

"t“ (A3 Aj) (Ag A 4 ) (Aj Aj). 
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Sechste Vorlesung. 


Werden die sechs Grössen A als willkürliche genommen, 
so verschwindet keine der sieben Functionen F. Sobald aber 
die sechs Grössen A solche Werthe annehmen, dass eine jener 
sieben Functionen F verschwindet, so verschwinden mit der 
einen auch die sechs anderen. Es können daher jene sieben 
Functionen F der sechs willkürlichen Grössen A nur durch 
gewisse Factoren von einander unterschieden sein. 

Diese Factoren zu ermitteln wird deshalb von Interesse 
sein, weil die Produkte der Factoren und der ihnen ent- 
sprechenden Functionen F sieben identische Functionen von 
sechs willkürlichen Grössen A kennzeichnen, welche in der 
Form wesentlich von einander unterschieden sind. 

Auf die sieben Functionen F hat aber nicht etwa die 
Algebra geführt; vielmehr waren es geometrische Betrach- 
tungen, welche auf ihre Identität hinwiesen. Will daher die 
Algebra der Geometrie nicht nachstehen, so bleibt ihr nichts 
übrig als nachzuweisen: 

Mit welchen Factoren die sieben Functionen F 
in (4) zu multipliciren sind, um die Produkte iden- 
tisch zu machen. 

Um die angeregte Frage zu beantworten, gehen wir von 
einem bekannten algebraischen Satze aus, den wir in dem 
speciellen Falle, der hier Anwendung findet, so wiedergeben: 

„Wenn man mit jr 2 , ... die Produkte der Diffe- 
renzen von irgend sechs Grössen A, , A 2 , ... A 6 bezeichnet: 
= (A, - *,) (A, - A s ) • • • (A, - A e ) 

jtj == (A 2 A,) (Aj A 3 ) . . . (A 2 A u ) 

n n ~ (A# A,) (A« A.j) . . . (A g A s ), 

wenn ferner <p (A) irgend eine ganze Function von A des 
vierten Grades ist, so hat man identisch: 

(($) y (A|) | y (A«) | . . y G«) q u *\ 

' ' n, • n, ‘ 3i 6 


*) Den Beweis des algebraischen Satzes entnehmen wir aus der 
Zerlegung des Bruches: 

y ffl 

(A — A,) (A — A*) . . (A — A«) 

in Partialbriiche: 
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Wenn man in der Gleichung (6) für die Function des 
vierten Grades setzt: (p (A) = (A — A,) J (A — A,)*, so ver- 
schwinden die beiden ersten Glieder in dieser Gleichung. 
Vereiniget man die beiden folgenden Glieder, ebenso die 
beiden letzten, so erhält man nach Unterdrückung der glei- 
chen Factoren: 

_ F al _ 

(1, - i,) (h - *.) 

Diese Gleichung ist eine identische Gleichung, weil sie 
aus der identischen Gleichung (6) hervorgegangen ist. Jene 
Gleichung (6) bleibt ungeändert, wenn man für: 

Aj , Aj , A., , Aj , A 5 , A„ 

respective setzt: 

^,11 ^ 5 ) ^1 > ^ 2 * 

Es bleibt also auch diese Gleichung dadurch unverändert. 
Bemerkt man aber, dass durch die angegebenen Veränderun- 
gen die drei Functionen -^34 1 -^56 in einander über- 

gehen, so ergiebt sich aus der letzten Gleichung: 

■F» 7*34 __ Fg i f 

(Ai — At) (A 3 - A 4 ) (A 5 - A.) 


<P (A) «t , « t . . <•» 

(i — i,) (i — a,) . . (» — it) i — x, ‘ r i — 1„ ~ r i — 

Der Zähler a, des ersten Partialbruches wird dadurch bestimmt, 
dass man die angegebene identische Gleichung multiplicirt mit dem 
Produkte der Nenner sännntlicher Partialbrüche und hierauf für 1 
setzt t,. Ebenso werden die Werthe der übrigen Zähler der Partial- 
brüche gefunden: 


«i 


QP (A,) 
*. ’ 





«P ( A«) . 


Setzt man nun in der identischen Gleichung 1 = ~ , so geht mit 

Weglassung des Factors x auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe 
über in: 




(l - l,*) (l - M:) . . . (i 


^1 i ^2 i 

— X 6 x) ~ 1 — X x x * 1 — X t x 1 — X t 


A«x 


Da nun x*tp ( ^.) eine ganze Function von x ist mit dem Factor 

x, so verschwindet der linke Theil der Gleichung, wenn man x gleich 
0 setzt, und man erhält: 

0 = a, -f- ct 2 + • * * a « > 

was zu beweisen war. 
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Sechste Vorlesung. 


Setzt man nun, um auf die anderen Functionen F zu 
kommen, (A, — A 2 ) = £, so wird: 


(»i - 1.) 

(*,- *,+£) U,-AQ (*,-*, ) - (1, -*„+ *) G.- M- sl U,—X 3 ) 0,-A«) _ 
£ 

Entwickelt man nach Potenzen von t und dividirt, so wird 
der rechte Theil der Gleichung 

= [Aj Aj 4 * ^2 + £ ] (*2 — *5) (*2 — *b) 

- [*1 - + K - K + «] (*2 - h ) iK - 

und wenn man den Werth von s = A, — A 2 wieder einsetzt: 

= l (*2 - *,) + (*l - * 4 )] (*2 ~ *») (*2 ~ *«) 

- [(*2 - h) + (*| - *.)] (A, - A3) (A 2 - A 4 ). 
Vereiniget man die Glieder der Entwickelung, welche 

die Factoren (A 2 — A 3 ) und (A 2 — A 5 ) zugleich enthalten, 
und lässt die übrigen folgen, so erhält man: 

= (A 2 Aj) (A 2 A 8 ) (A , — A.) (A 2 A 3 ) (A 2 A 4 ) (A, A 6 ) 

+ (A 2 — A s ) (A 2 — A„) (Aj — A 4 ). 

Setzt man dafür: 

= [(A 2 -A,)+(A t -A 3 )] (A 2 -A 5 ) (A 4 — A,) - f(A 2 -A 5 ) + (A s -A 3 )] 
(A, - A 4 ) (Aj - A 8 ) + (A 2 - A s ) (A 2 - A.) (A, - A 4 ) 
und entwickelt, so erhält man: 

= (Aj A 3 ) (A 2 A 5 ) (A 4 A.) (Aj A 3 ) (A 2 A 4 ) (Aj A 6 ) 

+ (A 2 -Aj) [(A 2 — A j) (A 4 — A 4 ) — (A 2 — A 4 ) (A, — AJ + (A 2 — A # ) (A,-A 4 )]. 

Man sieht hier, dass die letzten Glieder sich gegen- 
seitig zerstören und nur die beiden ersten Glieder übrig 
bleiben, deren Summe = F 3 ist. Man hat daher: 

Z-i _ F 

(*.-*.) 3 ‘ 

Einfacher gelangt man zum Ziele, wenn man die iden- 
tischen Gleichungen: 

(Aj A 4 ) (Aj Aj) = (Aj Aj) (Aj A„) (Aj A 6 ) (A 4 A 2 ); 

(Aj — A 5 ) (A 2 Aj) = (A, A 2 ) (A 5 A s ) (Aj Aj) (Aj A 2 ) 

zur Umformung von F n benutzt. Denn setzt man in dem 

ersten Gliede von F l2 für die Factoren (A, — A 4 ) (A 2 — A 8 ) 
und im zweiten Gliede für die Factoren (A, — A s ) (A 2 — A 3 ) 
ihre Werthe aus den identischen Gleichungen, so zerstören 
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sich von den vier dadurch entstandenen Gliedern in F lt die- 
jenigen, welche den Factor (A, — A 2 ) nicht haben, und die 
beiden übrig bleibenden bilden gerade das Produkt (A, — A 2 ).F 3 . 

Da der linke Theil der zuletzt aus der identischen Glei- 
chung (6) hervorgegangenen Gleichung ungeändert bleibt, 
wenn man A, mit A 2 oder A 3 mit A, oder A r> mit A 6 vertauscht, 
wodurch die Functionen F { , F 2 , F 3 , F, in einander über- 
gehen, so muss auch der rechte Theil derselben F s unge- 
äudert bleiben und man hat als Antwort auf die oben ange- 
regte Frage die identischen Gleichungen: 

-F n F al F M 

W (1, - 1.) — (A* - l,) (ij-l.) 

= F, = F t = F 3 = F a .*) 

Es soll sich nunmehr darum handeln, die aus der Geo- 
metrie hergenommenen durch die Algebra festgestellten Iden- 
titäten wieder für die Geometrie zu verwertheü. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir irgend ein Punktepaar 
«, ß, deren Gleichungen gegeben seien: 

(8) V 0 — «F, = 0, F 0 — ßV, =0, 

welches Punktepaar auf derselben geraden Linie liegen soll, 
als die sechs Punkte 1 2 . . 6 in (1). Wir nehmen ferner 
an, dass diese sechs Punkte (1) keiner Beschränkung weiter 
unterworfen seien, dass also die Grössen A nicht etwa der 
Gleichung (2) oder (3) genügen. 

Unter diesen Voraussetzungen wollen wir es unternehmen 
folgende drei Gleichungen geometrisch zu interpretiren : 

(«-*.) («-**) (ß-l t ) (ß-K) ~ («-A,) (« — A.) (ß — A,) (ß — A 2 ) = 0 
(9) (« — Aj) («-A,) (ß — A 5 ) (ß-Xß - (a — A 5 ) (a-A s ) (/3-A,) (ß-Xß = 0 
( a — A 3 ) («-A 4 ).(ß-K) 05-A.) - («-A«) («— A.) (ß — A 3 ) (ß — A 4 ) = 0. 

Was die Bildung dieser Gleichungen anbetrifft, so sieht 
man, dass dieselben durch cyklische Vertauschung der be- 
liebigen sechs Punkte 1 2 . . 6 auf der geraden Linie in ein- 
ander übergehen und dass durch diese Vertauschung sich 
keine neuen Gleichungen herstellen lassen. 


*) Mit Hülfe der Determinanten lassen sich die Identitäten (7) 
durchsichtiger nachweiaen wie in pag. 106 meiner Raumgeometrie 
2. Auflage. 
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Sechste Vorlesung. 


Diese drei Gleichungen (9) bestehen neben einander, 
unbekümmert, welches auch die auf der geraden Linie an- 
genommenen sechs Punkte seien. 

Denn multiplicirt man die Gleichungen der Reihe nach 
mit den Factoren: 

(10) («-*,)(/}-*„), (a — A t ) (ß — A,), (a — A 5 ) (ß — A 2 ), 

so sieht man, ohne die Produkte aufzulösen, dass ihre Summe 
identisch gleich 0 wird. Das will aber sagen, dass wenn 
von den angegebenen Gleichungen zwei erfüllt werden, die 
dritte Gleichung sich von selber versteht. 

Interpretiren wir nun die aufgeführten drei Gleichungen. 
Die erste verlangt ein Punktepaar « ß , welches mit den 
beiden Punktepaaren 1 2 und 4 5 eine Involution bilden soll. 
Die zweite Gleichung verlangt, dass dasselbe Punktepaar a ß 
eine Involution bilde mit den beiden Punktepaaren 2 3 und 5 6. 
Diesem Verlangen kann nach dem Satze (22) der vorher- 
gehenden Vorlesung wirklich entsprochen werden. Die dritte 
Gleichung verlangt aber noch, dass dasselbe Punktepaar eine 
Involution bilde mit den beiden Punktepaaren 4 3 und 6 1. 
Auch diesem Verlangen wird entsprochen, weil zwei von 
jenen Gleichungen die dritte bedingen. Daraus entspringt 
nun der Satz: ' 

(11) . . . Wenn irgend sechs Punkte 1, 2 ... 6 auf 
einer geraden Linie gegeben sind, so giebt es immer 
ein Punktepaar a, ß , welches gleichzeitig mit den 
beiden Punktepaaren 1, 2 und 4, 5, mit den beiden 
Punktepaaren 2, 3 und 5, 6 und mit den beiden 
Punktepaaren 3, 4 und 6, 1 eine Involution bildet. 

Die Bedingung der Involution von drei Punktepaaren 
auf einer geraden Linie lässt sich auch anders fassen, als in 
dem Vorhergehenden geschehen ist, w r enn man festsetzt, dass 
die Coefficienten a ß in den Gleichungen (8) eines Punkte- 
paares als die Wurzeln einer in A quadratischen Gleichung 
Q — 0 gegeben seien. 

Irgend drei quadratische Gleichungen : Q 0 = 0, = 0, 

Q. t = 0 werden auf diese Weise irgend drei Punktepaare auf 
der geraden Linie darstellen. Diese drei Gleichungen müssen 
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also in einer gewissen Abhängigkeit von einander stehen, 
wenn die drei Punktepaare eine Involution bilden sollen. Man 
stelle sich also die Frage, welches die Abhängigkeit sei? 

Sollen drei Punktepaare a n ß „, «,/},, a 2 ß 2 , welche durch 
jene drei quadratischen Gleichungen gegeben seien, nach der 
Definition in der fünften Vorlesung eine Involution bilden, 
so muss ein Punktepaar a ß gefunden werden können, welches 
harmonisch ist mit jedem der drei Punktepaare. Hierfür sind 
die Bedingungen: 

aß — i (« + ß) ( a <> + ßo) ~h a ußo — 0 

(12) ... aß-i(a + ß)(a l + ß l ) + a,ß,= 0 

aß — \ (a -f- ß) («2 + ßt) + a 2 02 = 0. 

Da diese Gleichungen zugleich bestehen, so wird man 
drei Factoren q 0 , </,, q 2 der Art bestimmen können, dass 
die Gleichungen der Reihe nach mit ihnen multiplicirt und 
addirt identisch 0 geben, welche Werthe man auch den 
Grössen a und ß zuertheilen mag. Setzt man nun a — ß—X t 
so gehen die Gleichungen (12) gerade in die obigen drei 
quadratischen Gleichungen über: 

Q 0 = P-X (« 0 + ß 0 ) + X 0 ß 0 = 0 

(13) s= r - A (« t + ß t ) + l t ß t _ 0 

&== A* -*(«, + ft) + A, ft - 0 

in Gleichungen, welche den hervorgehobenen Charakter der 
Gleichungen (12) beibehalten. Mau kann daher sagen: 

(14) . . . Wenn drei Punktepaare auf einer geraden 
Linie durch drei quadratische Gleichungen $ 0 = 0, 
Q t =0, Q 2 — 0 gegeben sind, so bilden die drei 
Punktepaare eine Involution, wenn sich drei Fac- 
toren q der Art bestimmen lassen, dass man iden- 
tisch hat: 

ffo^O + Qi Qi + <llQl = 0. 

Um eine Anwendung von diesem Satze zu machen, gehen 
wir auf die drei Gleichungen (9) näher ein, von welchen wir 
nachgewiesen haben, dass sie zu gleicher Zeit bestehen. 
Dividiren wir dieselben durch (e — ß), so nehmen sie mit 
Rücksicht auf die Identitäten (7) die Gestalt an: 
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(*,-«) *,) + (*.— « (A,-*,) (« — A 5 )=0 

(lö) (**-«) (*.-**) (ß-h) + (A 2 — /*) (Aj — Aj) (« — A 6 )=0 
(A, — «) (A, - A :l ) (ß — A 6 ) + (A 3 — ß) (A 6 — A 4 ) (« — A,)=0. 

In dieser Gestalt ist es den Gleichungen nicht mehr an- 
zusehen, dass sie mit den Factoren (10) multiplicirt und addirt 
identisch 0 ergeben. 

Entwickelen wir diese Gleichungen, so nehmen sie die 
Form an: 

A n aß + 2? 0 (« + ß) + C„ = 0 

( 16 ) A l aß + B t (u + ß) + C t -0 

A^aß -{- -B 2 ( a + ß) + Cj = 0, 

indem die Coefficienten A, Ii, C gewisse Functionen der 9 
gegebenen Grössen A bedeuten. 

Es sind dieses lineare Gleichungen in Rücksicht auf die 
Grössen aß und (« ß). Da sie zu gleicher Zeit bestehen, 

so müssen sich drei Factoren q der Art finden lassen, dass 
die Summe der mit den Factoren multiplicirten Gleichungen 
identisch 0 ergiebt, abgesehen davon, welche Werthe den 
Grössen a und ß beigelegt werden. 

Setzt man nun a = ß = A, so gehen die drei Gleichun- 
gen über in die quadratischen Gleichungen: 

4>A* + 2/; 0 A + C 0 = 0 

(17) A i P-\-2B l JL + C, =0 

A. t A 2 + 2jBjA + Cj = 0, 

welche mit den vorhergehenden die Eigenschaft gemein haben, 
dass sie mit den Factoren q multiplicirt und addirt identisch 

0 ergeben. 

Diese Eigenschaft muss nach dem Satze (14) nothwen- 
digerw'eise auf einen neuen Satz zwischen den sechs Punkten 

1 2 ... 6 führen, wenn es gelingt, die Gleichungen (17) 
geometrisch zu deuten. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an die geometrische 
Bedeutung der ersten Gleichung (9) oder (lö). Diese Glei- 
chung verlangte ein Punktepaar aß, welches mit den beiden 
Punktepaaren 1 2, 45 eine Involution bildet. Das verlangte 
Punktepaar u ß w ar dadurch nicht bestimmt, vielmehr konnte 
einer von den beiden Punkten beliebig auf der geraden Linie 
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angenommen werden. Sollen aber die beiden Punkte a ß in 
einen Punkt, wir nennen ihn Doppelpunkt, zusammenfallen, 
so ist die erste Gleichung (17) die Bedingung dafür. Da 
diese Gleichung eine quadratische ist, so haben wir zwei 
Doppelpunkte und jeder derselben ist durch eine Wurzel der 
Gleichung bestimmt. 

Der eine von diesen Doppelpunkten bildet also eine In- 
volution mit den beiden Punktepaaren 12, 4 5, gleichwie 
der andere. Nach der Definition der Involution bilden die 
beiden Doppelpunkte mit dem Punktepaare 1 2 eine Involu- 
tion, gleichwie mit dem Punktepaare 4 5. Betrachtet man 
nun die Doppelpunktepaare als ein einfaches Punktepaar, so 
wird nach (17) der vorhergehenden Vorlesung dieses einfache 
Punktepaar harmonisch sowohl mit dem Punktepaare 1 2 als 
mit dem Punktepaare 3 4. ; ' 

Die erste Gleichung (17) stellt also analytisch ein Punkte- 
paar dar, welches harmonisch ist sowohl mit dem Punkte- 
paare 12 als mit dem Punktepaare 4 5. Deutet man in 
gleicher Weise die beiden anderen Gleichungen (17) und ver- 
gegenwärtiget man sich die hervorgehobene Eigenschaft dieser 
Gleichungen, so hat man auf Grund von (14) den neuen Satz: 

(18) . . . Wenn irgend sechs Punkte 12 ... 6 auf 
einer geraden Linie gegeben sind, und man con- 
struirt drei Punktepaare, von welchen das erste har- 
monisch ist mit den Punktepaaren 1 2 und 4 5, das 
zweite harmonisch mit den Punktepaaren 2 3 und 
5 6, das dritte harmonisch mit den Punktepaaren 
3 4 und 61, so bilden die drei construirten Punkte- 
paare eine Involution. 

Wir werden noch ein Paar Sätze entwickeln, welche 
von vier beliebig auf einer geraden Linie angenommenen 
Punkten handeln. Zu diesem Zwecke betrachten wir irgend 
vier Punkte 1 2 3 4 auf einer geraden Linie, die durch die 
vier ersten Gleichungen (1) gegeben seien. Aus ihnen lassen 
sich nur drei Gruppen von zwei Punktepaaren bilden: 1 2, 
3 4; 2 3, 14; 13, 2 4. Die Bedingungen, dass ein Punkte- 
paar (8) aß harmonisch sei mit jedem Punktepaare der letzten 
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Gruppe, drücken nach (10) der fünften Vorlesung die Glei- ' 
cliuugen aus: 

« — 2, ß — 2, a — 2, ß — 2, 

« — 2 S ß — X, ’ o — i 4 ß — 2, 

Multiplicirt man diese Gleichungen und dividirt sie durch 
einander, so erhält man: 

(«-*,) («_a 3 ) (ß — A 3 ) (ß-X 4 ) = (cc-X 3 ) (a -X 4 )(ß-X 4 )(ß-X 2 ) 
( «-A,) {«-X 4 ) (ß — A 2 ) (ß — X.j) = (a-X 2 ) (a— A a ) (ß — Aj) (ß~X 4 ) 
die Bedingungen der Involution des Punktepaares a ß mit 
der ersten Gruppe 12, 3 4, und der zweiten Gruppe 2 3, 14. 
Daraus entspringt der Satz: 

(19) . . . Beliebige vier Punkte auf einer geraden 
Linie bilden drei Gruppen von zwei Punktepaaren. 
Dasjenige Punktepaar, welches harmonisch ist mit 
jedem Punktepaare einer Gruppe, bildet eine Invo- 
lution mit den Punktepaaren der beiden anderen 
Gruppen, und umgekehrt, dasjenige Punktepaar, 
welches mit zwei Gruppen eine Involution bildet., 
ist harmonisch mit jedem Punktepaare der dritten 
Gruppe. 

Es sei nun «,/3, dasjenige Punktepaar, welches harmo- 
nisch ist sowohl mit dem Punktepaar 1 2 als mit dem Punkte- 
paar 3 4 der ersten Gruppe. Dieses Punktepaar a, ß t ist har- 
monisch nicht allein mit den genannten beiden Punktepaaren, 
sondern auch mit dem Punktepaar aß, weil die Punktepaare 
12, 3 4, aß eine Involution bilden. Wir haben daher den 
Satz: 

(20) . . . Beliebige vier Punkte auf einer geraden 
Linie bilden drei Gruppen von zwei Punktepaaren. 
Construirt man drei Punktepaare, von denen jedes 
harmonisch ist mit den beiden Punktepaaren einer 
Gruppe, so sind je zwei construirte Punktepaare 
harmonisch.*) 

•) Die hier hervorgehobenen Sätze von Punkten auf einer ge- 
raden Linie scheinen vereinzelnd dazustehen. So verlassen von ihrer 
Umgebung sind sie aber nicht. Vielmehr lassen sie sich mit noch 
einer grossen Zahl anderer Sätze über Punkte auf einer geraden Linie, 
nicht wie hier durch künstliche Detrachtungen , sondern organisch aus 
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Mit diesem Satze werden wir uns in der folgenden Vor- 
lesung eine geometrische Anschauung von der Auflösung 
biquadratischer Gleichungen verschaffen. 

Schliesslich bleibt noch übrig ein Criterium aufzustellen, 
nach welchem man es zweien quadratischen Gleichungen so- 
gleich ansehen kann, ob sie harmonische Punktepaare ana- 
lytisch ausdrücken. 

Wenn zwei Punktepaare a ß und a, ß l auf derselben ge- 
raden Linie einzeln durch ihre Gleichungen (8) gegeben sind, 
so ist nach (12) der sechsten Vorlesung die Bedingung, dass 
sie harmonisch seien: 

«0-i(« + 0) («. + £.) + «, 0.-0. 

Sind die Grössen aß, ß t aber gegeben als die Wur- 
zeln zweier quadratischen Gleichungen: 

, 9n AW + 2JSA + C'==Ö 

’ A^r- + 2B x k + C,== 0, 

so braucht man nur in jener Bedingungsgleichung die sym- 
metrischen Functionen der Wurzeln der quadratischen Glei- 
chungen durch die Coefficienten in den Gleichungen auszu- 
drücken, um den Satz zu beweisen: 

(22) . . . Wenn zwei Punktepaare auf einer geraden 
Linie durch die quadratischen Gleichungen (21) ge- 
geben sind, so sind diese Punktepaare harmonisch 
unter der Bedingung: 

CA X — 2BB, + AC X =0. 

Was wir in dieser Vorlesung von Punkten oder Punkte- 
paaren auf einer geraden Linie ausgesagt haben, dasselbe 
gilt ebenso von geraden Linien, welche sich in einem und 
demselben Punkte schneiden. 

Wir machen diese Bemerkung zum Zwecke der achten 
Vorlesung, in welcher wir die Uebertragung der Sätze von 
Punkten in Sätze von geraden Linien voraussetzen werden, 
besonders der Sätze (14) und (22). 

einem und demselben Principe der Uebertragung aus der Ebene in die 
gerade Linie ableiten, welches ich am Schlüsse meiner „Vier Vor- 
lesungen aus der analytischen Geometrie“, Leipzig Teubner 186G, ent- 
wickelt habe. 


Hesse, analyt. Geometr. d. Ebene. 2. Aufl. 
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Die Auflösung biquadratischer Gleichungen.*) 

Eine biquadratische Gleichung: 

(1) . . . . a 0 A 4 4" a \ 4" «2^* + a 3^ + «4 = 0 

mit den gegebenen fünf Coefficienten a auflösen, heisst be- 
kanntlich die vier Wurzeln A,, A 2 , A 3 , A, bestimmen, welche 
für A in die Gleichung gesetzt, derselben genügen, oder die 
gegebene Gleichung in ihre Factoren zerlegen: 

(2) . . a 0 (A — A,) (A - A 2 ) (A - A 3 ) (A - A 4 ) = 0. 

Um mit dieser Gleichung eine geometrische Vorstellung 
zu verbinden, nehmen wir irgend zwei durch ihre Gleichun- 
gen Uq = 0 und U { — 0 gegebene Punkte als Fundamental- 
punkte der geometrischen Anschauung. Jeder Punkt der 
geraden Linie, welche durch diese Punkte geht, wird durch 
die Gleichung dargestellt: 

(3) U a — AU, = 0. 

Setzen wir den Werth von A aus dieser Gleichung in 
die Gleichung, welche wir erhalten, wenn wir einen der vier 
Factoren in (2) gleich 0 setzen, zum Beispiel in die Glei- 
chung A — A, = 0, so erhalten wir U 0 — A 4 Uj = 0, die 
Gleichung eines ganz bestimmten Punktes der geraden Linie. 

*) Diese Vorlesung hat den Zweck zu zeigen, wie geometrische 
Speculationen auf die Auflösung der biquadratischen Gleichung führen. 
Sie macht darin eine Ausnahme von den übrigen Vorlesungen, dass sie 
den Satz der Algebra voraussetzt: „Jede ganze symmetrische Function 
der Wurzeln einer algebraischen Gleichung lässt sich rational durch 
die Coefficienten in der Gleichung ausdrücken.“ Durch diesen Satz 
wird in der Vorlesung aber nur die Möglichkeit der Auflösung be- 
wiesen. Will man die Auflösung der biquadratischen Gleichung selber, 
so genügt der algebraische Satz nicht, vielmehr muss man wissen 
ganze symmetrische Functionen der Wurzeln einer algebraischen Glei- 
chung rational durch die Coefficienten in der Gleichung wirklich aus- 
zudrücken. 

Die Vorlesung kann, wenn sie nicht anspricht, unbeschadet für 
die folgenden Vorlesungen übergangen werden, mit welchen sie in gar 
keiner Beziehung steht. 
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Dieser Punkt ist bestimmt durch die erste Wurzel A, der 
biquadratischen Gleichung (1). 

So entspricht jeder Wurzel der biquadratischen Gleichung 
ein Punkt der geraden Linie, und wir werden sagen, die 
biquadratische Gleichung (1) repräsentire vier bestimmte 
Punkte A u A 2 , A.„ A,, deren Gleichung aus (1) erhalten 
wird, wenn man den Werth von A aus (3) einsetzt. 

Zum Zwecke der Auflösung der biquadratischen Glei- 
chung sprechen wir die in der vorhergehenden Vorlesung 
bewiesenen Identitäten in Worten so aus: 

Der Ausdruck: 

F t = { A 4 — A.) (A 6 -A 3 ) (A 2 -A 5 ) + (A 3 -A 2 ) (A 5 — A 4 ) (Aj — A 6 ) 
bleibt ungeändert, wenn mau von den drei Punktepaaren A,A.,, 
A.j A, , A 5 A 6 die Punkte eines Paares mit einander vertauscht, 
er ändert nur sein Vorzeichen, wenn man ein Punktepaar 
mit einem anderen vertauscht. 

Setzt man in dem genannten Ausdrucke F { A ä = A 6 = A 
und lässt ihn verschwinden, so erhält man die Gleichung: 

(A - A 3 ) (A - Aj) (A, - A 4 ) + (A - A 4 ) (A - A,) (A 2 - A 3 ) - 0, 

die das Punktepaar « ß repräsentirt, welches harmonisch ist 
sowohl mit dem Punktepaare A f A, als mit dem Punkte- 
paare A 3 A 4 . 

Vertauscht man die Wurzeln der biquadratischen Glei- 
chung A, mit A 3 oder A, mit A 4 , so hat man die Gleichungen: 

(A - A s ) (A - A 2 ) (A, - Aj) + (A - A 4 ) (A - A.) (A 2 - A,) = 0 

(4) (A Aj) (A — Aj) (A 3 - A 4 ) + (A - A 4 ) (A - Aj) (A 2 — A,) = 0 

(A _ Aj) (A - Aj) (A 4 - A ( ) + (A - A.) (A - A 4 ) (A, - A 3 ) = 0, 

welche die drei Punktepaare aß, ß, ß t , c/., ß 2 repräsentiren, 
von welchen der vorletzte Satz der vorhergehenden Vorlesung 
handelte. Das erste Punktepaar ist nämlich harmonisch mit 
A, Aj und AjA 4 , das zweite Punktepaar a l ß l ist harmonisch 
mit Aj Aj und A,A 4 , das dritte Punktepaar a., ß., ist harmo- 
nisch mit A, Aj und A 2 A 4 , und die drei Punktepaare sind 
harmonisch unter einander. 

Die Gleichungen (4) haben die Eigenschaft, dass bei Ver- 
tauschung irgend zweier Wurzeln A- der biquadratischen Glei- 
chung (1) immer eine Gleichung ungeändert bleibt, während 

ß* 
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die beiden anderen Gleichungen in einander übergehen und 
zwar so, dass ihre linken Theile entweder ihr Vorzeichen 
beibehalten oder beide zugleich ändern. 

Man wird sich von dieser Eigenschaft der Gleichungen 

(4) nicht direct überzeugen können, wohl aber, wenn man 
jeder von den drei Gleichungen die drei anderen Formen 
beigesellt, welche sich aus der oben angeführten Eigenschaft 
der Function F t ergeben. Es ist dieses allerdings ein weit- 
liiuftiges Verfahren, welches sich aber durch Determinanten- 
Bildung sehr vereinfachen lässt.*) 

Das Produkt der drei quadratischen Gleichungen (4) 
giebt eine Gleichung vom sechsten Grade: 

(5) C = 0, 

welche die drei Punktepaare repräsentirt, und C ist auf 
Grund der genannten Eigenschaften der drei Gleichungen 
(4) eine ganze symmetrische Function der vier Wurzeln A 
der biquadratisehen Gleichung (1). 

Die Algebra lehrt ganze symmetrische Functionen der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung durch die Coefficien- 
ten in derselben rational ausdrücken. Denken wir uns nun 
die von der Algebra vorgeschriebenen Regeln auf den vor- 
liegenden Fall angewendet, so erscheinen in der Entwicke- 
lung von: . 

*) Die Fuuction — F, ist nichts anderes als die Determinante: 


-F t 


1. G. + 4»), 4,4, 
b G» + 4 4 ), 1,^4 , 
1, Ga -Ms), Ms 


woraus die drei Gleichungen (4) hervorgehen in Determinanten-Form : 


(4) 


1 , Gi + 4«), 4,4, 


4, (4j-f-4s), 4,4, 

l, Gs + M 4,t 4 

= 0 , 

1 > Gi + 4s), 4, *4 

1 , G +4) , 44 


1 , G +4) , 41 


1 1 G< + 4,) , * 4 4, 
4, Gj 4,), 4,4, 

i, G -M) , 


= 0 . 


Aus den bekannten Eigenschaften der Determinanten ergeben sich 
nun die hervorgehobenen Eigenschaften der Gleichungen (4) von selber. 
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(6) . . C = c 0 A« + c x A» + c 2 A< + c 3 A* + ••• + <* 

die sieben Coefficienten c als bekannte rationale Ausdrücke 
der Coefficienten a in der gegebenen biquadratischen Glei- 
chung. Wir werden deshalb, ohne die Rechnung durchzu- 
führen, annehmen, dass die sieben Coefficienten c in der 
Gleichung (5), welche die drei Punktepaare aß, a l ß l , a 2 ß 2 
repräsentirt, ebenso bekannt seien wie die fünf Coefficienten 
a in der gegebenen biquadratischen Gleichung (1). 

Wir gehen nun darauf aus, die nunmehr bekannte Glei- 
chung (5) (7=0, das Produkt der drei Gleichungen (4), 
ohne die Wurzeln der biquadratischen Gleichung (1) zu ken- 
nen, in die drei Gleichungen (4) zu zerlegen, die wir ent- 
wickelt so darstellen: 

A 2 — p A + q =0 

(7) P- Pl k + 3,=0 

A 2 — p 2 A + q 2 = 0. 

Dazu dient der Satz (20) der vorhergehenden Vorlesung, 
welcher aussagt, dass je zwei Punktepaare aß, a t ß u a 2 ß 2 
harmonisch sind und welcher algebraisch ausgedrückt drei 
Relationen zwischen den sechs Wurzeln der Gleichung (5) 
(7=0 giebt. 

Um diese drei Relationen aufzustellen, bemerken wir, 
dass: 

^ “ + ß =JP, a t + ßi a 2 J irß2 == Pi 

aß = q, a i ß l = q tl « i ß 2 = q i , 

woraus sich sofort die drei Relationen ergeben: 

«i “ Pi + ? 2 = 0 

(9) — hPiP +2=0 

<1 —\PP\ +q t =o, 

welche eben ausdrücken, dass jedes der drei Punktepaare 
harmonisch ist mit jedem anderen von ihnen. 

Die Verhältnisse der Coefficienten c in (7 sind die be- 
kannten symmetrischen Functionen der sechs Wurzeln aß, 
a l ß l , a 2 ß 2 der Gleichung (7=0, welche sich nach (8) so 
ausdrücken lassen: 
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— ^ = P + P. + 1h 

(lü) . £ =1>,P 2 + p 2 p + PP, + q + 2| + Ql 

Cq 

— ^ = pp. v 2 + 8 (Pi -f i> 2 ) + 9i (p 2 + p) 4- 2i Cp 4- Ph)- 

Es sind dieses Ausdrücke der Grössen p und q, welche 
sich als Functionen der Grössen p allein darstellen lassen 
auf Grund von (9). Denn zieht man von der Summe zweier 
Gleichungen (9) die dritte Gleichung ab, so erhält man: 

'4 q = — PiPi + p-,p + pp x 

(11) 43,= PiP 2 — P t P+PPi 

4&= PiP* +ftj» — J»Jh, 

Setzt mau nun in (10) diese Werthe der Grössen q ein, 
so hat man: 


— * = P + Pi + Pt 

(12) t C } = P 1 P 2 + PiP + PPi 

C Ü 

-i*-Pl».A- 

Diese Gleichungen beweisen, dass die drei Grössen p 
die Wurzeln sind folgender kubischen Gleichung: 

(13) • • • f • c 0 p 3 + c,P 2 + Rp + K = 0. 

Um den Coefficienten q bequem durch den ihm ent- 


sprechenden Coefficienten p auszudrücken, addiren wir die 
beiden aus (11) und (12) genommenen Gleichungen: 

4 q = — Pdh +p 2 P + PPi 

$c o = PiPi+PjP+PPir 

multipliciren mit ^ wie folgt: 

2 c 0 q + | c 2 = c n p (p t + p 2 ) 

und setzen für (p, -j- p t ) den Werth aus der ersten Glei- 
chung (12), wodurch wir erhalten: 

2 c n q + | c 2 = — c 0 p 2 — c,p, 
welche Gleichung mit Benutzung von (13) übergeht in: 

(14) i c 3 4-. 
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Wollten wir vermittelst dieser Gleichung p durch q aus- 
driicken und den Werth von p in die kubische Gleichung 
(13) einsetzen, so würden wir eine kubische Gleichung in q 
erhalten, deren Wurzeln die gesuchten Coefficienten q in den 
quadratischen Gleichungen (7) sind. Wir ziehen es jedoch 
vor, bei der einen kubischen Gleichung (13) zu bleiben und 
die Coefficienten q der quadratischen Gleichungen (7) durch 
die ihnen entsprechenden Coefficienten p vermittelst (14) 
auszudrücken, welche die Wurzeln der kubischen Gleichung 
(13) sind. 

Wir haben es auf diese Weise erreicht, dass wir durch 
Auflösung der kubischen Gleichung (13), deren Coefficienten 
ganze rationale Functionen der Coefficienten der gegebenen 
biquadratischen Gleichung (1) sind, jede von den quadratischen 
Gleichungen (7) rational durch eine der drei Wurzeln der 
kubischen Gleichung darstellen können, ohne die Wurzeln l 
der gegebenen biquadratischen Gleichung (1) selbst zu kennen. 
Es bleibt noch übrig zu zeigen, wie daraus die Wurzeln der 
biquadratischen Gleichung gefunden werden. 

Die erste quadratische Gleichung (7), deren Wurzeln a 
und ß sind, repriisentirt, wenn wir setzen: 

(15) . . . . U 0 — a U i = A, U 0 — ß ^ 
das Punktepaar «, ß: 

(16) ,4 = 0, B = 0. 


Diese beiden Punkte führen wir nun als die Fundamental- 
punkte an Stelle der früheren U 0 = 0 und U t — 0 ein, indem 
wir auf Grund von (15) setzen: 


(17) U 0 


ßA — ctB 

ß~« 


u,= 



Dadurch geht die Gleichung (3) irgend eines Punktes 
auf der geraden Linie, auf welcher die Fundamentalpunkte 
liegen, über in die Gleichung: 

(18) A — pB = 0, 

indem mau hat: 

(19) .. * = 

' ' fi — l 

Durch Substitution des Werthes von A aus (19) in die 
gegebene biquadratische Gleichung (1) transformiren wir nun 
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letztere in eine in u biquadratische Gleichung, bezogen auf 
die Fundamentalpunkte aß. 

In dieser nach Potenzen von ft entwickelten Gleichung 
fehlen die beiden Glieder mit den ungeraden Potenzen. Da 
nämlich das Punktepaar A, A 2 harmonisch ist mit dem Punkte- 
paare aß, so stellen sich die Gleichungen der ersten Punkte 
in der Form dar: 

A — ft, B = 0, = 

und ihr Produkt in der Form: 

(20) ft* — #*,* — 0, 

wenn man für ^ nach (18) ft setzt. 

Ebenso wird das mit a ß harmonische Punktepaar A 3 A, 
repriisentirt durch eine Gleichung von der Form : 

(21) /t’-ft 3 * = 0. 

Da aber das Produkt der Gleichungen (20) und (21) die 
vier Punkte der gegebenen biquadratischen Gleichung reprä- 
sentirt, so sieht man, dass die durch die Substitution von 
(19) transformirte biquadratische Gleichung die Form haben 
muss : 

(22) b 0 ft 4 + ft 2 -{- 6, ==0. 

Diese in ft 2 quadratische Gleichung wird man nun auf- 
zulösen und ihre vier Wurzeln nach einander in (19) einzu- 
setzen haben, um die gesuchten Wurzeln A der gegebenen 
biquadratischen Gleichung (1) zu erhalten. 

Die vier Wurzeln der gegebenen biquadratischen Glei- 
chung (1) stellen sich auf diese Weise dar als Ausdrücke 
einer einzigen Wurzel der kubischen Gleichung (13), während 
man gewohnt ist, bei Auflösung biquadratischer Gleichungen 
alle drei Wurzeln der kubischen Gleichung, auf welche das 
Problem zurückführt, gleichmässig zu verwenden. Wir lassen 
deshalb noch eine zweite Auflösungsart folgen. 

In dieser Absicht drücken wir die bekannte Eigenschaft 
des Punktepaares aß, dass es sowohl mit dem Punktepaare 
A, A 2 als mit dem Puuktepaare A 3 A 4 harmonisch ist, durch 
die Gleichungen aus : 

#oq\ *2 4 (^i + ^)P +2 = 0 

+ — 4 (+ + ^i)p + 2 = 0 . 
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Durch Addition erhalten wir: 


A, A 2 + A 3 A 4 = 
und wenn wir für q seinen Werth (14) setzen : 


0~ 2 *’ 


(24) . . A 1 A j + A 3 A 4 = - 2 C ‘ - 2 - 1 ' 3 


°i p _ i . £* _ | . c » . 1. 

«0 B C 0 6 Cu p 

Wir haben ferner die Werthe der symmetrischen Func- 
tionen : 


V + V + V + V = 


H»! 


2 fl(i 


(25) . . a ° 

-2{A 1 A J + A.As-f - A,A 4 } = 

Multipliciren wir nun die Gleichung (24) mit 4 und 
addiren sie zu (25) , so wird die Summe: 

{*. + ~ M 2 = 16 j cp -f e 0 + e, j j, 

wenn wir, um abzukürzeu, setzen: 

16c = — 2 • - ' 

«0 

o,* - 40,0, 


(26) . . 


16e„ = - t? + 


c 0 1 Oo* 

16 e, = 

und daher: 

(27) . A, + A 2 -A 3 -A 4 =4/(c> + c 0 + «, j| • 

Wir stellen nun die Gleichungen zusammen, deren 
Summe oder Differenz die Wurzeln A der biquadratischen 
Gleichung (1) geben: 

Ai + A ä + A 3 + A 4 = — 4 • 

^1 + ^2 — *3 — ^4 — ^ j/ 1 e p + e 0 + e { -^-j 

A, — A 2 — A 3 -f- A 4 = 4j/ je'pj-f- e 0 + e 4 

*1 ^2 + ^3 ^4 = ^ J , 2+ e 0 + e l p”| • 

Die erste Gleichung ist der bekannte Ausdruck für die 
Summe der Wurzeln der gegebenen biquadratischen Glei- 
chung (1). Die zweite Gleichung, aus (27) genommen, ging 
aus der Betrachtung des Punktepaares aß hervor, welches 


(28) . 
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der Wurzel p der kubischen Gleichung entspricht. Ebenso 
gehen die beiden letzten Gleichungen aus der Betrachtung 
der Punktepaare «,/ 3, und « 2 0 2 hervor, welche den beiden 
letzten Wurzeln p, und p., der kubischen Gleichung ent- 
sprechen. 

Ganz willkürlich sind die Vorzeichen der drei Quadrat- 
wurzelgrössen in (28) nicht. Denn inan erhielte eben acht 
Wurzeln der gegebenen biquadratischen Gleichung (1), wenn 
man die Vorzeichen beliebig wählen wollte. Es bleibt daher 
noch übrig, die Wahl der Vorzeichen durch eine geeignete 
Bedingung einzuschränken. 

Wir bemerken zu diesem Zwecke, dass, wenn wir die 
drei letzten Gleichungen (28) mit einander multipliciren, das 
Produkt auf der linken Seite der resultirenden Gleichung 
eine symmetrische Function der Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung ist, die sich durch die Coefficienten der Gleichung 
rational ausdrücken lässt. Bezeichnen wir nun diesen Aus- 
druck, dessen Vorzeichen unzweifelhaft ist, mit I), so haben 
wir die gesuchte Bedingung: 

(29) D = 64j/ {c'p+fio + e, ij j/ {cp, -f c 0 + c, ~ J ]/ {ep 2 -f-e 0 -f-e, ~| , 

nach welcher das Vorzeichen einer Quadratwurzel bestimmt 
wird durch die beiden anderen, welche willkürlich bleiben. 

Es kann genügen, in dem Vorhergehenden die Möglich- 
keit der Auflösung der biquadratischen Gleichung nach der 
kubischen Gleichung auf dem vorgezeichneten Wege einge- 
sehen zu haben. Der wirklichen Ausführung stellt sich die 
Schwierigkeit entgegen, die symmetrische Function C in (6) 
der Wurzeln der biquadratischen Gleichung durch die Coeffi- 
cienten in der letzteren anszudrücken. Diese Schwierigkeit 
lässt sich auf dem gewöhnlichen Wege nur durch unerquick- 
liche Rechnungen überwinden. Da es aber doch interessant 
ist, zu sehen, wie unsere Auflösung der biquadratischen Glei- 
chung (1) übereinstimmt mit der bekannten Auflösung in 
dem Falle, wo a 0 = 1, a, = 0 ist, so geben wir die Werthe 
der vier ersten Coefficienten c in der Gleichung C = 0 für 
den angegebenen Fall ohne Beweis: 
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( 30 ) 


c„ = 


4 » 

4 a, — a, 1 
4 » 


it ®2 a i 


- W-*) 


Setzt man diese Werthe der Coefficienten c in die ku- 
bische Gleichung (13), so erhält man: 

(31) . — a 3 p 3 -f (a, 2 — 4 a 4 )p 2 + 2 a,a 3 p + a 3 2 = 0. 

Es wird ferner, da a„ = 1, a, = 0 aus (26) : 

(32) ' e'= 0, e 0 — 0, e, - J, 

und wenn man setzt: 

(33) P-iP> 

so geht die kubische Gleichung (31) über in: 

(34) ... F> + | i* + V P — “f = 0, 
während die Gleichungen (28) die Gestalt erhalten: 

+ A 3 + A 4 = 0 

(35) A, +A 2 -A 3 -A 4 = 4/P 

• A, - A 2 — A 3 + A 4 = 4 j/P t 

a, -a 2 + a 3 -a 4 = 4 yp t , 

indem PP,P 2 die Wurzeln der kubischen Gleichung (34) 
bedeuten. 


*) Wenn man in dem linken Theile der biquadratischen Gleichung 
(1) für Ä setzt ^ und mit y* multiplicirt, so erhält man eine homogene 

Function u der Variabelen x, y vom vierten Grade. Bezeichnet man 
hierauf mit v und w die Ausdrücke: 

id*u il‘u < 1*11 d’u j 
*® Icia:* dy* dx dy dxdy] 

, t du dv du dv i 

W * ) dx dy dy dx \ ’ 

so wird (wenn man setzt x= 1, y =1) w ■= 0 gerade die Gleichung 
C = 0 selbst in dem allgemeinen Falle , wenn die fünf Coefficienten a 
in der biquadratischen Gleichung (1) irgend welche Werthe haben. 

Aus der so gebildeten Gleichung w = 0 sind jene Werthe (30) der 
fünf Coefficienten c berechnet. Crelle’s Journal Bd. 52. p. 4. 

Den Beweis zu geben beabsichtiget diese Anmerkung nicht. Sie 
soll nur dienen neben dem Hinweis auf neuere Untersuchungen als 
Controlle der Rechnung, 
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Dieses sind die bekannten Auflösungen der gegebenen 
biquadratischen Gleichung (1), wenn a a — 1 , a, =0. 

Um die Vorzeichen der drei Quadratwurzeln richtig zu 
beschränken, diente die Gleichung (29), in welcher I) das 
Produkt der linken Theile der drei letzten Gleichungen (28) 
oder (35) bedeutet. Setzt man für die negativen Glieder in 
jedem dieser drei Factoren von I) die entsprechenden posi- 
tiven Glieder vermittelst der ersten Gleichung (35), so wird : 
D = 8 (A, -f- Aj) (A, -f- A s ) (A, -f- A 4 ), 
und nach Potenzen von A, entwickelt: 

? = A,»+ (A 2 + A, + A 4 ) A,M- (i, + A 2 A 4 + X, A 4 ) A , + A 2 A 3 A 4 . 

Da nun die Summe der beiden ersten Glieder der Ent- 
wickelung nach der ersten Gleichung (35) verschwindet, so 
haben wir: 

g = Aj A 2 A 3 -(- Aj A.) A 4 -f- A 3 A 4 A| -|- A,A,A, = — n 2 , 
und die Gleichung (29) geht über in: 

(36) -^=ypyp i yp i . 


Achte Vorlesung. 

Linienpaare und Punktepaare. 

Nachdem wir in den vorhergehenden Vorlesungen Linien- 
systeme und Punktesysteme betrachtet haben, von welchen 
jede gerade Linie und jeder Punkt durch seine Gleichung 
analytisch ausgedrückt wurde, so haben wir in der sechsten 
Vorlesung den Anfang gemacht, Punktepaare und Linien- 
paare, jedes Paar durch eine Gleichung darzustellen. Man 
wird den Vortheil der neuen Ausdrucksweise nicht für gering 
achten, wenn man sich die daraus gezogenen Resultate der 
letzten Vorlesungen vergegenwärtiget. 

Um aus der genannten Ausdrucksweise weiteren Vortheil 
zu ziehen, nimmt diese Vorlesung denselben Gegenstand zur 
ausführlichen Discussion wieder auf. Es werden sich bei 
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dieser Gelegenheit dieselben Fragen freilich wieder erheben, 
welche wir bereits beantwortet haben. Da aber die Voraus- 
setzungen hier eben andere sind, so werden auch die Ant- 
worten darauf ein ganz anderes Gewand tragen, in welchem 
sie den früheren wenig ähnlich sehen. Doch das ist eben 
das Wesen der Mathematik, dass sie zeigt, was gleich ist, so 
verschieden es auch in der Form sei, und was ungleich ist. 

Das Produkt der Gleichungen von zwei geraden Linien 
heisst die Gleichung des Linien paares, weil alle Punkte, 
deren Coordinaten der Gleichung genügen, zum Theil auf 
der einen, zum Theil auf der anderen geraden Linie liegen. 
Ebenso nennt man das Produkt zweier Punktegleichungen die 
Gleichung des Punktepaares, denn alle geraden Linien, 
deren Coordinaten der Gleichung genügen, gehen entweder 
durch den einen oder den anderen Punkt. 

Solche Gleichungen, von der zweiten Ordnung in Rück- 
sicht auf die Coordinaten, nehmen entwickelt die Form au: 

(1) a no x- + 2 a ol xy -f a n y 2 + 2 a m x + 2 a n y + a 2i = 0. 

(2) ö 00 m 2 + 2 a 01 uv -f- a n v' 2 -f- 2 o 02 m -}- 2 a i2 v -f- o 22 = 0. 

Es werden aber nicht alle Gleichungen von dieser Form 
Linienpaare oder Punktepaare darstellen. Die Bedingung, 
dass sie Linienpaare oder Punktepaare ausdrücken, ist, dass 
die Ausdrücke zweiter Ordnung links von dem Gleichheits- 
zeichen sich in lineare Factoren zerlegen lassen. Welches 
auch die linearen Factoren seien, in welche der Ausdruck 
(1) links vom Gleichheitszeichen zerfällt, das Produkt wird 
immer die Form annehmen können: 

(3) . . . . I (u 0 x + v u y + 1) (u { x + v t y + 1) . 

Soll aber dieses Produkt jenem Ausdrucke (1) gleich 
sein, so müssen die Coefficienten der Potenzen und Produkte 
der Variabelen in (1) den entsprechenden Coefficienten in der 
Entwickelung des Produktes gleich sein. Setzen wir die 
einen den anderen gleich, so erhalten wir sechs Gleichungen 
zwischen den fünf Unbekannten l u„v 0 w, Fünf von diesen 
Gleichungen bestimmen die fünf Unbekannten. Setzen wir 
die Werthe derselben in die sechste Gleichung, so erhalten 
wir die Bedingung zwischen den Coefficienten in (1), welche 
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erfüllt sein muss, wenn jene Gleichung (1) ein Linienpaar 
darstellen soll. Wir können uns daher die Aufgabe stellen : 

Die Bedingungsgleichung zwischen den sechs 
Coefficienten a in der Gleichung (1) oder (2) zu 
finden, welche erfüllt sein muss, wenn diese Glei- 
chungen ein Linienpaar oder ein Punktepaar dar- 
stellen sollen. 


Zu diesem Zwecke vertheilen wir die oben erwähnten 
sechs Gleichungen in drei Systeme von drei Gleichungen: 

«ou = 2 ( M i «o + «o«i)j «oi = 2 Oi «o + «o «,), a 02 = y (u 0 -f- «,) 

«01 = 2 ( U l V 0 + «0«l)> «11 = 2 Ol «0 + «0»l); «12 = Y 0« + V l) 

«»2 — Y Ol + «o )> «12 = 4 Ol + «o ), «22 — 7 (! + x ) ’ 

Bezeichnen wir nun mit und y, die Coordinaten des 
Punktes, in welchem sich die beideij, durch (1) dargestellten 
geraden Linien schneiden, so haben wir: 

M o*i + + i = o 

«i*i + »101 + i=o. 

Multipliciren wir hierauf die Gleichungen jedes der drei 
Systeme der Reihe nach mit x it y,, 1 und addiren, so erhalten 
wir mit Berücksichtigung der beiden letzten Gleichungen: 

« 00*1 + «01 3 /l + «02 = 0 

(4) «oi *i + «n2/i + «12 = 0 

« 02*1 + «1220 + «22 === 0 , 

woraus durch Elimination von x i und y, die gesuchte Be- 
dingungsgleichung hervorgeht: 

(5) a 00 ff„ (1-J2 + - «III «02 «12 «00 «1 2* «11 «02* «22 «Ul’ = 0.*) 

Wir können demnach sagen: 

(6) . . . Die Gleichungen (1) oder (2) sind die ana- 
lytischen Ausdrücke für Linienpaare oder Punkte- 


*) l)a die Gleichung (5) das Resultat ist der Elimination aus den 
Gleichungen (4), so lässt sich die Gleichung in Determinanten - Form 
so darstellen: 


(5) 


«00 «01 «u« 

«10 «II «I* 

«20 «Sl «*» 


= 0. 
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paare, wenn die Coefficienten in jenen Gleichun- 
gen der Gleichung (5) genügen. 

Der Ausdruck (3) ändert nur seine Form, wenn man 
in ihm von dem ersten linearen Factor den Ausdruck u n x x 
-f- v n y x -(-1=0 und von dem zweiten linearen Factor den 
Ausdruck «, x x -j- v x y, -j- 1=0 abzieht. Dadurch nimmt er 
aber die Gestalt an: 

A {«„ (« — *,) + »o (y — y,)} {«, (x - x t ) + n, (y — y,)} . 

Ersetzt man in der Entwickelung dieses Ausdruckes nach 
den Differenzen (x — x x ) und (y — y,) die schon erwähnten 
fünf Unbekannten mittelst der obigen drei Systeme Gleichun- 
gen durch die Coefficienten in (1) und bemerkt, dass dieser 
Ausdruck mit dem Ausdrucke (1) links vom Gleichheitszeichen 
identisch ist, so sieht man, dass unter der Bedingung (5), 
welche sagt, dass die Gleichung (1) ein Linienpaar darstelle, 
diese Gleichung (1) sich auf die Form zurückführen lässt: 

a 00 (x — *,)* + 2 a 0 , (* — *,) (y — y,) + a„ (y — y,) 2 = 0. 

Da die Gleichung (2) unter der Bedingung (5) eine ähn- 
liche Umformung zulässt, so können wir kurz sagen: 

(7) . . . Wenn die Gleichungen (1) und (2) respec- 
tive ein Linienpaar oder ein Punktepaar darstel- 
len, was unter der Bedingung (5) immer zutrifft, 
so lassen sich diese Gleichungen auf die Form 
zurückführen: 

(8) a nn (x — re,) 2 -j- 2 « ftl (x — x x ) (y — y t ) -f n u (y — y,) 2 ==0. 

(9) « on (u — «,) 2 -f- 2 a 0i ( u — «,) (v — v t ) + a„ (v — p,) 2 == 0. 

In diesen Gleichungen bedeuten die Grössen x, und y„ 
die durch zwei von den Gleichungen (4) definirt sind, die 
Coordinaten des Schnittpunktes der beiden Linien (1), und 
m, und v t die Coordinaten der geraden Linie, welche durch 
das Punktepaar (2) geht und welche sich aus irgend zwei 
von den folgenden drei Gleichungen berechnen lassen: 

«oo + «0l»’l + «Oi = 0 

(10) «oi M i + «n v i + «is =0 

«0? M I + «12*5 + «22 = 0. 
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Den Winkel v zu bestimmen, welcher von dem 
durch die Gleichung (1) unter der Bedingung (5) 
gegebenen Linienpaare gebildet wird. 

Wählen wir für die linearen Factoren, in welche der 
Ausdruck der zweiten Ordnung links vom Gleichheitszeichen 
in (1) zerfällt, ihre Normalformen , so können wir für den 
Ausdruck (3) auch setzen: 

fi (x cos « -f- y cos ß — 6) (x cos a, -|- y cos ß x — d,) 
und wir haben: 

a on = ft cos a cos a, , 2 a 0) = f* (cos a cos ß , -J- cos ß cos «,) , 

= ft cos ß cos /}, . 

Addiren wir die erste und die letzte von diesen Glei- 
chungen, so wird: 

«oo + «ii ■= f* cos *• 

Quadriren wir die zweite Gleichung und ziehen das vier- 
fache Produkt der ersten und dritten Gleichung ab, so er- 
halten wir : 

4 (a 01 2 — «oo «ii) — f* 2 ( cos « cos ß, — cos «, cos ß) 2 

oder: 

2 J / («oi 2 — «oo«n) = P s in v • 

Aus den gefundenen Werthen von cos v und sin v setzen 
wir nun die Tangente des gesuchten Winkels zusammen: 

(11) tang v = 2 y ( - 0 '* ~ ÜM a ' l) . 

Da v = 0 ist, wenn a 0 , 2 — « 0 o«n = und v = -, wenn 
«oo + «|| = 0, so können wir dieses auch so ausdrücken: 

(12) . . . Die Gleichung (1) stellt unter der Bedin- 
gung (5) ein paralleles Linienpaar dar, wenn a 0 , 2 

«oo «ii = 

(13) . . . Wenn in der Gleichung (1) eines Linien- 
paares die Summe der Coefficienten von x 2 und y~ 
verschwindet, so stehen die geraden Linien auf 
einander senkrecht. 

Wir wollen nun untersuchen, unter welcher Bedingung 
zwei von demselben Punkte x t y, ausgehende, durch ihre 
Gleichungen in der Form: 
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(14) a„„x 2 + 2 a ot xy + a u if + 2 a m x -f 2 a n y + a T , = 0 

(15) b on x 2 -f 2 & 01 xy + b n y 2 + 2 b 02 x -f- 2 & 12 y + b n -= 0 

gegebene Linienpaare harmonisch sind. 

Zu diesem Zwecke geben wir nach Satz (7) den beiden 
Gleichungen die Form: 

(14*) a M (x— x l ) 2 +2a oi (x— x t ) (y— t/,) -f a ti (y — !/i) 2 == 0 
(15*) h on (a: — x l ) 2 -\-2b ni (x — x t ) (y-y i ) + h t , (y — «/,)*= 0. 
Nehmen wir nun an, es sei: 

(16) (x — x { ) = k(y — y x ) 

die Gleichung einer von den geraden Linien (14*), so ist diese 
und die mit ihr in der Gleichung verbundene gerade Linie 
gegeben durch die quadratische Gleichung: a 00 A 2 -(- 2 a 01 A 
-|- « u == 0, welche man erhält, wenn man den Werth von 
( x — *,) aus (16) in (14*) setzt. 

Die beiden von demselben Ursprünge ausgehenden Linien- 
paare (14) und (15) sind auf diese Weise gegeben durch die 
quadratischen Gleichungen : 

o 00 r + 2a 01 A + o tl = s 0 

V } b„l* + 2b n l + 6 11= 0 

und man kann den von Punkten auf gerade Linien über- 
tragenen Satz (22) der sechsten Vorlesung in Kraft treten 
lassen , der nur anders ausgesprochen so lautet : 

(18) . . . Wenn zwei Linienpaare, die von demsel- 
ben Punkte ausgehen, durch ihre Gleichungen in 
der Form (14) und (15) gegeben sind, so sind diese 
Linienpaare harmonisch unter der Bedingung: 

®oo^n ^ «oi K ®t i ^oo == 6* 

Wenn wir zu dieser Bedingung für das zweite Linien- 
paar noch die Bedingung & 0Ü + b u = 0 des Satzes (13) hinzu- 
fügen, dass die geraden Linien des zweiten Paares auf ein- 
ander senkrecht stehen, so wird das zweite Linienpaar die 
Winkel halbireu, die das erste Linienpaar bildet. 

Drückt man nun die beiden Grössen b Q{ und b n ver- 
mittelst der beiden aufgestellten Bedingungsgleichungen aus 
durch b ll0 und setzt ihre Werthe in die Gleichung (15*), so 
erhält man die Gleichung der Halbirungslinien der Winkel, 

Hesse, aunlyt. Geometr. d. Ebene. 2. Awfl. 7 
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welche das erste Linienpaar (14*) bildet. Dieses drücken 
wir so aus: 

(19) . . . Wenn die Gleichung eines Linienpaares 
gegeben ist in der Form: 

«oo (« — X \Y + 2 «oi (* — *i) (y — yd + «ii (y — y\Y — o, 

so ist die Gleichung des Linienpaares, welches die 
Winkel des gegebenen Linienpaares halbirt, fol- 
gende: 

(« - *,) 2 + (* - *d (y - y,) - (y - y,) 2 = o. 

Dieser Satz lehrt die Aufgabe der Halbirung von Win- 
keln ebenso lösen als der Satz (12) der zweiten Vorlesung 
mit dem Unterschiede, dass nach demselben die Halbirungs- 
linien nicht jede einzeln für sich bestimmt werden. 

Um aber einen Weg anzudeuten, auf dem jede Halbi- 
rungsliuie für sich gefunden werden kann, machen wir die 
Bemerkung, dass die letzte Gleichung (19) ungeändert bleibt, 
wenn man für a on und a u respective setzt a l(0 — A und 
a n — A, während die .erste Gleichung sich ändert.. Wir 
schliessen daraus Folgendes: 

(20) . . . Alle Linienpaare, welche von demselben 
Punkte x u y, ausgehen und deren Winkel von den- 
selben geraden Linien halbirt werden, stellen sich 
mit dem willkürlichen Factor A in der Form dar: 

«oo (* — *i) 2 + 2 «oi (« — *t) (y — yi) + «n (y — y ( ) 2 
— * [(« — *t) 2 + (y — yi) 2 ] = o. 

Bestimmt man in dieser Gleichung den Factor A so, dass 
er der quadratischen Gleichung: 

(«oo — *) («ii ~ k ) — «oi 2 = 0 

genügt, so fällt nach Satz (12) das Linienpaar (20) zusam- 
men in eine gerade Linie, der Halbirungslinie eines von den 
Winkeln * welche das in (19) gegebene Linienpaar bildet. 

Die Gleichung in (20) wird daher der analytische Aus- 
druck für die eine Halbirungslinie der Winkel des in (19) 
gegebenen Linienpaares sein, wenn man für A die eine 
Wurzel der quadratischen Gleichung einsetzt; sie wird die 
zweite Halbirungslinie darstellen, wenn man für A die zweite 
Wurzel setzt. 
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In dieser Weise treten die Gleichungen der Halbirungs- 
linien der Winkel des gegebenen Linienpaares allerdings in 
quadratischer Form auf, und es sollte sich weiter darum han- 
deln, ihre linearen Gleichungen aufzusuchen. Da wir aber 
beabsichtigen, denselben Gegenstand in der zehnten Vorlesung 
aus einem neuen Gesichtspunkte ausführlicher zu beleuchten, 
so brechen wir hier ab, dem Zuhörer überlassend, die ange- 
regte Frage zum Ende zu führen. 

Es bleibt noch übrig ein Kriterium aufzusuchen für drei 
Linienpaare der Involution, wenn ihre Gleichungen in der 
Form (1) gegeben sind. 

Zu diesem Zwecke wollen wir annehmen, dass Q = 0, 
Q\ — Qi = 0 die Gleichungen der drei Linienpaare in 
der Form (1) seien, welche sich, da sämmtliche Linien von 
einem und demselben Punkte x x y x ausgehen, auf die Form 
(14*) reduciren lassen. Nehmen wir ferner an, dass (16) 
die Gleichung einer von diesen Linien sei und setzen den 
Werth von (a: — a:,) aus der Gleichung (16), so reduciren 
sich die drei Gleichungen auf drei in X quadratische Glei- 
chungen, durch welche die drei Linienpaare Q = 0 ge- 
geben sind. 

Hier tritt nun der aus Punkten auf gerade Linien über- 
tragene Satz (14) der sechsten Vorlesung in Wirksamkeit, 
den man in anderen Worten so wiedergeben kann: 

(21) . . . Wenn drei Linienpaare, welche von einem 
und demselben Punkte ausgehen, durch ihre Glei- 
chungen Q — 0, Q |=0, = 0 in der Form (1) ge- 

geben sind, so bilden die drei Linienpaare eine 
Involution, wenn sich drei Factoren q der Art be- 
stimmen lassen, dass man identisch hat: 

2 ^ + 22^2 = 0 - 

Die entsprechenden Aufgaben für Punktepaare, welche 
wir für Linienpaare gelöset haben, verlangen eine etwas ver- 
schiedene Behandlung. Es esistirt eben nicht eine vollstän- 
dige Analogie zwischen Punkten und geraden Linien in der 
Ebene. Die vollständige Analogie besteht auf der Kugel- 
oberfläche zwischen Punkt und grösstem Kreise, und nur, 
weil ein unendlich kleiner Theil der Kugeloberfläche als eine 

7 * 


Digilized by Googl 



100 


Achte Vorlegung. 


Ebene und der grösste Kreis in ihr als eine gerade Linie 
betrachtet werden kann, haben wir auch eine Analogie zwi- 
schen Punkt und gerader Linie in der Ebene, die aber auf- 
hört, wenn die Ebene in ihrer weiteren Ausdehnung sich 
nicht mehr als ein kleiner Theil der Kugeloberfläche betrach- 
ten lässt. Die erwähnte Verschiedenheit tritt schon bei der 
folgenden Aufgabe zu Tage : 

\ 

Die Entfernung D der beiden Punkte zu be- 
stimmen, welche durch die Gleichung ( 2 ) unter der 
Bedingung ( 5 ) gegeben sind. 

Sind ab und a i b l die Coordinaten der durch die Glei- 
chung ( 2 ) gegebenen Punkte, so muss sich der linke Theil 
der Gleichung ( 2 ) in die Factoren auflösen lassen: 

A (au -f- bv + 1 ) (a , u -f- b t v + 1 ). 

Daraus ergeben sich die sechs Gleichungen: 

a w = kaa x , 2 a ot = A (ab l -}- a, 6 ), a n = kbb x , 

2 «02 = A (« -f- a t ) , 2 a n = A ( b -|- b l ), a 22 — A . 

Aus diesen Gleichungen setzen sich ohne Schwierigkeit die 
folgenden zusammen: 

4 (a 01 2 — «<„)«, t ) = A 2 («&i — «i &) 2 

4 («02 2 «00*22) = A- (a — «i) 2 

4 (a 12 2 — «11*22) = A 2 (b — &,) J . 

Bemerkt man nun, dass D 2 = (a — a ,) 2 -{- (b — 6,) 2 und 
A = a 22 , so erhält man aus den beiden letzten Gleichungen 
durch Addition: 

( 22 ) . D 2 = p {(«02 2 *00 *22) " 1 ” (*i2 2 *n *22)} * 

Auch die erste von den drei Gleichungen ist einer geo- 
metrischen Deutung fähig. Bezeichnet man nämlich mit z/ 
den Inhalt des Dreiecks, dessen Ecken die gegebenen Punkte 
( 2 ) und der Coordinatenanfangspunkt sind, so erhält man aus 
jener Gleichung: 

( 23 ) * = " /(*oi 2 — «00 *11) • 

Beide Formeln beweisen den Satz: 
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(24) . . . Wenn in der Gleichung eines Punktepaares 
das ganz constante Glied verschwindet, so liegt einer 
der beiden Punkte im Unendlichen. 

Aus der ersten Formel (22) folgt ferner, dass die durch 
die Gleichung (2) gegebenen Punkte unter der Be- 
dingung (a 02 2 — a 00 a 22 ) + («n* — a u a 22 ) = 0 zusammen- 
fallen. 

Die letzte Formel (23) beweiset, dass die Verbin- 
dungslinie der durch die Gleichung (2) gegebenen 
Punkte durch den Coordinatenanfangspunkt geht, 
wenn o 01 2 — a 00 a n = 0. 

Die Gleichungen von zwei Punktepaaren auf einer und 
derselben geraden Linie: 

(25) o 00 m 2 -f- 2 a 01 uv -f- a n v 2 -f- 2 a 02 u -f- 2 a i2 v -j- o 22 = 0 

(26) 5 00 tt 2 -f- 2 & 01 1 iv + b, , v 2 + 2 b u} u + 2 b { 2 v -f- b n = 0 

lassen sich, wie wir gesehen haben, auf die Form zurück- 
führen : 

(25*) a m (m — m,) 2 + 2 a 01 (m— w,) (»— «,) -f a n (v— v,) 2 = 0, 
(26*) b 00 (u — 1 «|) 2 + 26«, (m — «,) (« — t>,) + & u (v — ®,) 2 = 0, 

in welchen Gleichungen m, und v t die Coordinaten der ge- 
raden Linien bedeuten, auf welcher sämmtliche Punkte liegen. 
Nimmt man nun an, es sei: 

(27) (« — «,) = A(y — tq) 

die Gleichung eines dieser Punkte und setzt den Werth von 
( u — «,) aus (27) in (25*) und (26*), so erhält man zwei 
in A quadratische Gleichungen, welche die beiden Punkte- 
paare bestimmen, wie der Satz (22) der sechsten Vorlesung 
es verlangt. Es lässt sich demnach der angeführte Satz hier 
so wiedergeben: 

(28) . . . Wenn die Gleichungen von zwei Punkte- 
paaren auf einer und derselben geraden Linie durch 
ihre Gleichungen in der Form (25) und (26) gegeben 
sind, so sind diese Punktepaare harmonisch unter 
der Bedingung: 

a oo^n 2_a 01 |& ul -j- a n b 00 = 0, 
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Tritt zu dieser Bediuguug für das zweite Punktepaar 
noch die Bedingung des Satzes (24) hinzu: 

&oo«, 2 + 2& 01 u, v i + 6„y = 0, 

dass der eine der beiden Punkte in der Unendlichkeit liegt, 
so halbirt der andere die Verbindungslinie der beiden, durch 
die Gleichung (25*) gegebenen Punkte. 

Berechnet man daher die Verhältnisse der drei Coeffi- 
cieuten b aus den beiden Gleichungen und setzt sie in die 
Gleichung (26*), so erhält man die Gleichung desjenigen 
Punktepaares, von welchem der eine Punkt die Verbindungs- 
linie des Punktepaares (25*) halbirt, der andere auf dieser 
Linie im Unendlichen liegt. Daraus schliessen wir, dass die 
so erhaltene Gleichung sich in zwei Factoren zerlegen lassen 
muss, von welchen der eine (uv l — «, v) sein wird. Denn 
setzt man diesen Factor gleich 0, so hat man die Gleichung 
des genannten Punktes im Unendlichen. Lässt man diesen 
Factor fort, so erhält man die Gleichung des Punktes, der 
jene Verbindungslinie halbirt, wie sie der folgende Satz an- 
giebt : 

(29) . . . Wenn die Gleichung eines Punktepaares 
gegeben ist in der Form: 

«00 (« — Ml ) 2 + 2 a 01 (k — «,) ( V — «,) + a„ (v — V ,) 2 = 0 , 

so ist die Gleichung des Punktes, welcher die Ver- 
bindungslinie der beiden Punkte halbirt: 

«oo «i (« — «i) + «oi {«h (« ~ «i) + «i 0 — *h} 

+ — »») — 0 . 

Die Bemerkung, dass die letzte Gleichung uugeändert 
bleibt, wenn man für a m , a 0 , , a tl respective setzt: a 00 — A v t 2 , 
a 0i -f- lu l v i , a n — Am,* führt zu dem Satze: 

(30) . . . Alle Punktepaare auf derselben geraden 
Linie, deren Verbindungslinien durch einen und 
denselben Punkt halbirt werden, stellen sich ana- 
lytisch mit dem willkürlichen Factor A in der 
Form dar: 

«00 (w — «i) 2 + 2 «01 (m — tt|) (v — v,) + a„ (v — «,)* 

— A (uv l — u^) 2 = 0. 
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Wenn schliesslich die Gleichungen von drei Punktepaaren 
auf einer und derselben geraden Linie gegeben sind in der 
Form (2), so lassen sich dieselben zurückführen auf die Form 
(9) und diese wieder durch Substitution des Werthes von 
(it — «,) aus (27) auf quadratische Gleichungen in A, welche 
der Satz (14) der sechsten Vorlesung vor Augen hat. Es 
ist daher nichts anderes als eine andere Ausdrucksweise des- 
selben Satzes, wenn wir sagen: 

(31) ... Wenn drei Punktepaare auf einer und der- 
selben geraden Linie durch ihre Gleichungen Q = 0, 
= 0, Qi= 0 in der Form (2) gegeben sind, so bil- 
den die drei Punktepaare eine Involution, wenn 
sich drei Factoren q der Art bestimmen lassen, dass 
man identisch hat: 

iQ + ZiQi + (Za #2 = 0. 


Neunte Vorlesung. 

Transformation der Coordinaten und die ortho- 
gonalen Substitutionen. 

An Stelle des rechtwinkligen Coordinatensystemes bedient 
man sich bisweilen des schiefwinkligen Coordinatensystemes. 
Dasselbe besteht aus zwei festen geraden Linien, den Coor- 
dinatenaxen, welche sich unter einem gegebenen Winkel 
schneiden. Die Coordinaten eines beliebigen gegebenen 
Punktes in demselben sind die beiden aus dem gegebenen 
Punkte den Axen parallel gezogenen geraden Linien, be- 
grenzt durch die Axen. Das System wird ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem, wenn der gegebene Winkel ein rechter 
Winkel wird. 

Wenn die Lage der Axen eines schiefwinkligen Coordi 
natensystemes in einem rechtwinkligen Coordinatensysteme 
gegeben ist, so sind die schiefwinkligen Coordinaten eines 
Punktes bestimmt, wenn seine rechtwinkligen Coordinaten 
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gegeben sind. Es soll sich darum handeln, die schiefwink- 
ligen Coordinaten X, Y eines beliebigen Punktes p zu be- 
stimmen, wenn seine rechtwinkligen Coordinaten x, y ge- 
geben sind. 

Es seien : 

A = 0, -4,-0 

die gegebenen Gleichungen der Axen des schiefwinkligen 
Systemes in der Normalform. Die erste sei die X Axe, 
welcher die X Coordinate parallel geht, die andere die 
Y Axe. Lässt man nun x und y, wie diese Variabelen iu 
A n und A , eingeh eil, die rechtwinkligen Coordinaten des 
gegebenen Punktes p bedeuten, so werden A 0 und A t die 
negativen senkrechten Abstände des gegebenen Punktes p 
von den schiefwinkligen Coordinatenaxen und demnach, wenn 
u der von den Axen gebildete Winkel ist: 


Y= — 


X; 


A, 


die schiefwinkligen Coordinaten des gegebenen Punktes p. 

Die angegebenen Gleichungen, durch welche die schief- 
winkligen Coordinaten eines beliebig gegebenen Punktes p 
durch seine rechtwinkligen Coordinaten ausgedrückt werden, 
sind demnach von der Form: 


X = Ax + By + C 
Y = Äx -f B'y + C. 


Wir heben hervor, dass die sechs Coefficienten A, B . . . 
in diesen Transformationsformeln unabhängig sind von 
der Lage des gegebenen Punktes p und dass sie allein ab- 
hängen von der Beschaffenheit und Lage des schiefwinkligen 
Coordinatensystemes rilcksichtlich des zum Grunde gelegten 
rechtwinkligen Coordinatensystemes. 

Gleichungen von eben derselben Form erhält man, wenn 
man sie nach x und y auflöset. Die Auflösungen würden 
sein die Transformationsformeln aus einem beliebigen schief- 
winkligen Coordinatensystem in ein beliebiges rechtwinkliges 
und die sechs Coefficienten darin würden wieder von der 
Lage der Coordinatensysteme zu einander und ihrer Be- 
schaffenheit abhängen. 
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Wir werden annehmen, dass die angegebenen beiden 
Gleichungen die Transformatiousformelu seien aus einem be- 
liebigen schiefwinkligen Coordinatensysteme xxj in ein recht- 
winkliges Coordinatensystem X Y. Aehnliche Formeln : 
X=P^-\-Qrj-{-R 
Y = Ft + Qr, + K 

vermitteln dann den Uebergang aus einem beliebigen anderen 
schiefwinkligen Coordinatensysteme 1 1 in dasselbe rechtwink- 
lige System X Y. 

Wenn man die Werthe von X und Y aus diesem Systeme 
Gleichungen in das vorhergehende setzt, so erhält man die 
Transformationsformeln für zwei beliebige schiefwinklige Coor- 
dinateusysteme. Die Auflösungen derselben nach x und y mit 
Veränderung von | in X und y in Y nehmen die Form an: 
x = a X -(- a Y -f- a" 

y = bX + b'Y + b" 

und die sechs Coefficienten in ihnen sind wieder unabhängig 
von der Lage des Punktes p. 

Wir werden in Erweiterung der obigen Annahme fest- 
setzen, dass die Gleichungen (1) die Transformationsformeln 
seien aus einem beliebigen schiefwinkligen Coordinaten- 
systeme XT in ein beliebiges anderes schiefwinkliges System 
xxj. In dieser Auffassung wird die Erforschung der geo- 
metrischen Bedeutung der sechs Coefficienten in (1) unsere 
nächste Aufgabe sein. 

Lassen wir den beliebigen Punkt p in den Anfangspunkt 
des X Y Systemes fallen , indem wir X = Y = 0 setzen , so 
erhalten wir aus (1 ) die Coordinaten desselben x = a" , y = b" 
in dem xy Systeme. Es bedeuten mithin die Constanten a" 
und b" in (1) die Coordinaten des Anfangspunktes des X Y- 
Systemes in dem x y Systeme. 

Zur Ermittelung der geometrischen Bedeutung der noch 
übrigen vier Coefficienten in (1) behandeln wir vorerst spe- 
cielle Fälle. 

In dem speciellen Falle: 

x — X -f- A 

y=Y + B 

liegen parallele Coordinatensysteme vor. Denn wenn man 


( 2 ) 
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das xy Coordinatensystein parallel so verschiebt, dass der 
Anfangspunkt des verschobenen Systemes X Y die Coordi- 
naten x — A und y — B hat, so kommen die Transforma- 
tionsformelu (2) zur Geltung. Wir können daher sagen: 


(3) . . . Man verschiebt ein schiefwinkliges Coor- 
dinatensystem sich selbst parallel, wenn man die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes in demsel- 
ben um Constanten verändert. Diese Constanten 
sind die Coordinaten des Anfangspunktes des ver- 
schobenen Systemes. 


In dem specielleu Falle von (1), wenn a" und b" gleich 
0 sind: 

, x = aX 4- a'Y 
(4 > ,-lX + VT, 

liegen nach dem Vorhergehenden Coordinatensysteme mit 
demselben Anfangspunkte vor. Die Richtung der Axen des 
einen, wie des anderen Systemes sind ganz willkürlich, hän- 
gen aber von den Werthen der vier Coefficienten ab. Die 
geometrische Bedeutung der letzteren ergiebt sich aus spe- 
ciellen Lagen des Punktes p, indem man denselben in der 
Entfernung gleich der Einheit von dem gemeinschaftlichen 
Coordiuatenanfangspunkte entweder in die X Axe oder in 
die Y Axe fallen lässt : 


( 5 ) 


b = 


sin (Xy) 
sin (xy) 
Bin ( Xx ) 
sin (xy) 


a — 


6 ' = 


sin ( Yy ) 
sin (xy) 
sin ( Yx ) 


am (xy) 

Im ersteren Falle erhält man nämlich aus (4) die Coor- 


Fig. 12. 



dinaten x — a, y — b, welche in 
der Figur die Seiten eines Paralle- 
logramms bilden, dessen Diagonale 
gleich der Längeneinheit ist, und aus 
der Betrachtung des Parallelogram- 
mes ergeben sich die Werthe von a 
und b in (5). 

Wenn man in (4) für x und y 
respective setzt x — a," und y — b", 
wodurch nach (3) das xy Coordinaten- 
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sj'stera sieh selbst parallel verschoben wird, so erhält man 
die Transformationsformeln (1) für irgend zwei schiefwink- 
lige Coordinatensysteme. Die geometrische Bedeutung der 
sechs Coefficienten in ihnen ist in dem Vorhergehenden dar- 
gelegt worden. 

Wir wollen nicht unerwähnt lassen, dass beliebige For- 
meln von der Form (1) nicht die Transformationsformeln 
sein können für schiefwinklige Coordinatensysteme, vielmehr 
müssen die vier Coefficienten, deren Werthe (5) sich abhängig 
zeigen von nur drei Winkeln ( Xx ), (VX), (Yx), einer be- 
stimmten Bedingungsgleichung genügen. 

Nur in seltenen Fällen kommen die Transformations- 
formeln (1) zur Anwendung. Man zieht es gewöhnlich vor, 
die allgemeine Transformation (1) durch zwei Operationen 
zu ersetzen, durch die Verlegung des Coordinatenanfangs- 
punktes mit Beibehaltung der Richtung der Coordinatenaxen 
in (2), und durch die Veränderung der Richtung der Coor- 
dinatenaxen mit Beibehaltung des Coordinatenanfangspunktes 
in (4). In welcher Reihenfolge dieses geschieht, ist gleich- 
gültig. Denn schliesslich erreicht man doch die Transfor- 
mation aus einem beliebigen schiefwinkligen Systeme in ein 
beliebiges andere schiefwinklige System. 

In dem Falle (2) tritt keine Vereinfachung ein, mögen 
die Coordinatensysteme auch rechtwinklige sein. In dem 
Falle (4) dagegen , wenn das x y System ein rechtwinkliges 
ist, und die Coordinatenaxen des schiefwinkligen Systemes 
mit den Axen des ersteren die Winkel u, ß und a, ß' bil- 
den, hat man: 

a = cos «, a' = cos a, 
b=cosß, V— cos ß'. 

Setzt man diese Werthe der Coefficienten in (4) ein und 
nimmt überdies au , dass auch das X Y System ein recht- 
winkliges sei, so hat man die Transformationsformeln 
aus einem rechtwinkligen Coordinaten System in 
ein beliebiges andere rechtwinklige System mit 
demselben Anfangspunkte: 

^ x = X cos a — Y sin n 

y — X sin « -f- Y cos a. 
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Wenn der Winkel « von 0 bis 2 n wächst, so dreht 
sich das X Y System aus der Lage des fest angenommenen 
xy Systemes um den gemeinschaftlichen Anfangspunkt und 
erhält schliesslich die ursprüngliche Lage wieder, in welcher 
die positiven Ooordinatenaxen respective auf einander fallen. 

Es giebt jedoch rechtwinklige Coordinatensysteme mit 
demselben Anfangspunkte, welche unter den eben angeführ- 
ten nicht inbegriffen sind. Betrachtet man nämlich die 
negative Richtung einer der Ooordinatenaxen eines gegebenen 
rechtwinkligen Systemes als die positive Richtung, so hat 
man ein rechtwinkliges Coordinatensystem, in dessen Lage 
das gegebene Coordinatensystem durch Drehung in der Ebene 
um den gemeinschaftlichen Anfangspunkt nicht gebracht 
werden kann. 

Diese Art entgegengesetzter rechtwinkliger Coordinaten- 
systeme sind in den Transformationsformeln (7) nicht inbe- 
griffen. Um sie jedoch nicht auszuschliessen, bemerken wir, 
dass ein Punkt p, der in einem gegebenen System die Coor- 
dinaten X und Y hat, in dem entgegengesetzten Coordiuaten- 
system die Coordinaten X und — Y oder die Coordinaten 
— X und Y haben wird. Wenn wir demnach in den Trans- 
formationsformeln (7) einer der beiden Coordinaten X oder 
Y das entgegengesetzte Zeichen zuertheilen und dieses Vor- 
zeichen respective mit den Coefficienten verbinden, so haben 
wir die Transformationsformeln für entgegengesetzte Coordi- 
nateusysteme. 

Sollen demnach die Gleichungen (4) die Transformations- 
formelu sein für rechtwinklige Coordinatensysteme, die durch 
Drehung um den gemeinschaftlichen Anfangspunkt in ein- 
ander übergeführt werden können, so hat man in Vergleich 
mit (7) das Kriterium: 

(8) ab’ — ab— 1. 

Lässt sich dagegen das eine rechtwinklige Coordinatensystem 
durch Drehung um den Anfangspunkt in der Ebene nicht 
in die Lage des anderen rechtwinkligen Systemes bringen, 
so tritt die Bedingung in Kraft: 

(9) ab ' — ab = — 1. 

Die Transformationsformeln (7) rechtwinkliger Coordi- 
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natensysteme sind transeendent in Rücksicht auf den varia- 
belen Winkel «, von dem die gegenseitige Lage der Systeme 
abhängt. Sie lassen sich aber durch Einführung einer an- 
deren Variabele t — tang “ auch rational darstellen: 


nm a;(l — tt) = X(\ + tt) — Y2t 

U ’ y{l-tt) = X2t + Y(\ + tt) 

und es macht das mit der Variabele t veränderliche Coordi- 
natensystem um den gemeinschaftlichen Anfangspunkt eine 
ganze Umdrehung, wenn t von 0 bis co und darüber hinaus 
von — oo bis 0 wächst. 

Wenn wir annehmen, dass die Gleichungen (1) die 
Transformationsformelu seien aus einem rechtwinkligen Coor- 
dinatensystem x y in ein beliebiges schiefwinkliges System 
X Y, so geht die Gleichung irgend einer Curve durch die 
Substitutionen (1) über in eine Gleichung von gleichem Grade. 
Es ändert sich der Grad der Curvengleicbungen nicht durch 
unsere Transformationen. 

Die Gleichung einer durch ihre Coordinaten u, v ge- 
gebenen geraden Linie 

ux + vy -f- 1 = 0 


nimmt nach den Substitutionen (1) und Division mit 1 + au 
-f- b"v die Gestalt an: 


indem man hat: 
( 11 ) 


UX + VY+ 1 = 0, 

TT QlU ~ |— 6l' 

1 -f- a"u + b"v ’ 

Y a'w + b'v 

1 + a" u -f- b"v 


Betrachten wir nun die Coefficienten U und V in der 
transformirten Gleichung als Liniencoordinaten in dem 
schiefwinkligen Systeme, das sind wieder die negativen 
reciproken Abschnitte, welche die gerade Linie auf den Coor- 
dinatenaxen macht, so drücken die angegebenen Gleichungen 
(11) die Coordinaten U, V einer geraden Linie in dem schief- 
winkligen System aus durch die Coordinaten w, v derselben 
geraden Linie in dem rechtwinkligen Systeme. 

Nach dem eben festgestellten Begriffe der Liniencoordi- 
naten in einem schiefwinkligen Coordinatensysteme gelten 
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die Formeln (11) auch als Trausformationsformeln für schief- 
winklige Systeme, den Transformationsformeln (1) für schief- 
winklige Systeme entsprechend. 

Als speciellen Fall davon führen wir die Transformations- 
formeln für parallele schiefwinklige Goordinatensysteme an 
zugleich mit ihren Auflösungen, wenn der Coordinatenanfangs- 
punkt des U V Systemes in dem uv Systeme die Coordinaten 
x — A und y == li hat: 


( 12 ) . 


Z7 = 

V = 


u 

1 -f- A u -f- li v 

v 

1 -|- A u -|- B v 




t 


U 

V 


u 

l — ÄÜ-BV’ 
V 

l — AU—BV' 


Die specialisirten Formeln (11): 


(13) 


U — au -f- bv 
V = au -j- b'v 


gelten als Transformationsformeln für beliebige schiefwink- 
lige Goordinatensysteme mit demselben Anfangspunkte. Wenn 
die vier Coefficienten in ihnen gleiche Werthe haben mit den 
gleichbezeichneten Goefficienten in (4), so ist das Goordi- 
natensystem xy identisch mit dem - Goordinatensysteme uv 
und das System X Y identisch mit dem Systeme U V. 

Daraus ergiebt sich nun die weitere Specialisirung für 
rechtwinklige Coordinatensysteme, für welche wir gleich die 
Auflösungen nach u und v angeben: 

. u = U cos a — V sin u 

' v = U sin a -j- V cos a 


Diese Transformationsformeln für rechtwinklige Liniencoor- 
dinaten erhält man auch aus den Transformationsformeln (7) 
für rechtwinklige Punktcoordinaten, wenn man die Punkt- 
coordinaten respective in die Liniencoordinaten übergehen 
lässt. 

Wir haben in dem Vorhergehenden die Transformations- 
formeln schiefwinkliger Coordinatensysteme mit aufgenommen, 
weil man davon, wenn gleich selten, Gebrauch macht. Das 
schiefwinklige Goordinatensystem pflegt man da anzuwenden, 
wo sich die Coordinatenaxen als Theile der Figur einführen 
lassen, deren Eigenschaften ergründet werden sollen. In 
solchen Fällen stellen allerdings einfachere und darum leichter 
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zu behandelnde analytische Formeln die Figur dar, jedoch 
meistens auf Kosten der Symmetrie, auf welche das grössere 
Gewicht zu legen ist. 

Im Ganzen complicirt das schiefwinklige Coordinaten- 
system den analytischen Ausdruck einer Figur, indem es 
neben den Coordinatenaxen, welche schon mit der Figur iu 
keinem unmittelbaren Zusammenhänge stehen, noch den von 
den Coordinatenaxen gebildeten Winkel, ein der Figur ganz 
fremdartiges Element, in den Calkul einführt. Deshalb ver- 
schmäht auch die durch Einführung der Zeit erweiterte Geo- 
metrie, die analytische Mechanik, das schiefwinklige Coordi- 
natensystera. 

Indem wir uns diesem Vorgänge anschliessen , werden 
uns die Gleichungen (2) und (12) dienen für die Transfor- 
mation rechtwinkliger Coordinaten mit Beibehaltung ihrer 
Richtungen und die Gleichungen (4) und (13) für die Trans- 
formation rechtwinkliger Coordinatensysteme mit gemein- 
schaftlichem Anfangspunkte. 

In dem Folgenden werden wir die ßedingungsgleichungen 
zwischen den vier Coefficieuten in den Transformationsfor- 
meln (4) und (13) rechtwinkliger Coordinatensysteme behan- 
deln auf einem Wege, der sich leicht ausdehnen lässt auf 
den Fall rechtwinkliger Raumcoordinaten. 

Wir haben in dem Vorhergehenden gesehen, wie die 
vier Coefficienten in den Transformationsformeln rechtwink- 
liger Coordinatensysteme mit demselben Anfangspunkte sich 
abhängig machen lassen von dem einen mit der Lage der 
Coordinatensysteme zu einander veränderlichen Winkel a, 
den die x Axen der beiden Systeme bilden. Da wir mit 
gleichem Rechte für diesen Winkel den Winkel hätten wäh- 
len können, den irgend eine Axe des einen Systemes mit 
irgend einer Axe des anderen Systemes bildet, so wurden die 
symmetrischen Formeln (4) und (13) schliesslich in (7) und 
(14) unsymmetrisch. 

Um die Symmetrie unserer Transformationsformeln auf- 
recht zu erhalten, werden wir die vier Coefficienten in ihnen 
durch drei aus der Natur der Aufgabe genommene Bedin- 
gungsgleichungen beschränken. Mit Hülfe dieser Bedin- 
gungsgleichungen kann man immer, wenn es verlangt wird, 
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drei Coefficienten durch den vierten ausdrücken, von dem 
die Transformation abhängig bleibt. Es sind in der That 
nur drei Bedingungsgleichungen nothwendig .zwischen den 
vier Coefficienten, wenn unsere Transformationsformeln (4) 
oder (13) gelten sollen für irgend rechtwinklige Coordinaten- 
systeme mit demselben Anfangspunkte. Sie reichen auch hin, 
wenn wir keinen Unterschied machen wollen, ob die recht- 
winkligen Ooordiuatensysteme durch Drehung um den ge- 
meinschaftlichen Anfangspunkt in einander übergeführt wer- 
den können oder nicht. Machen wir jedoch den angezeigten 
Unterschied, so kommt im ersten Falle eine von den drei 
Bedingungsgleichungen nicht unabhängige Gleichung (8) 
hinzu, im anderen Falle die Gleichung (9). Wir werden 
deshalb die Gleichungen (4) und (13) unter Voraussetzung 
der drei ausreichenden Bedingungen orthogonale Substi- 
tutionen nennen, wenn wir den bezeichneten Unterschied 
nicht machen, dagegen werden wir im Speciellen jene Glei- 
chungen Transformationsformeln rechtwinkliger Coor- 
dinatensysteme nennen, wenn die Systeme durch Drehung 
um den gemeinsamen Anfangspunkt in einander übergehen. 

Das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punktes p 
mit den Coordinaten x, y in dem einen und X, Y in dem 
anderen rechtwinkligen Coordinatensysteme mit demselben 
Anfangspunkt hat den gleichen analytischen Ausdruck: 

(15) x* + y 2 = X 1 + Y*. 


Sollen demnach die Gleichungen (4) orthogonale Substi- 
tutionen ausdrücken, so muss, da der Punkt p ein beliebiger, 
seine Coordinaten in dem Systeme X Y auch beliebig sind, 
die Gleichung (15) durch die Substitutionen (4) eine iden- 
tische werden. Nach den Substitutionen müssen die Coeffi- 
cienteu gleicher Potenzen und Produkte der Variabelen ein- 
ander gleich sein. Daraus leiten wir die gesuchten drei Be- 
dingungsgleichungen für orthogonale Substitutionen ab: 


(16) 


a* + 6*—l, o' J + &' 2 =l, 
a a + h b' = 0 . 


Aus diesen drei Bedingungsgleichungen lassen sich alle 
folgenden Eigenschaften orthogonaler Substitutionen direkt 
entwickeln und wir bezeichnen diese Entwickelungen als eine 
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nützliche Uebungsaufgabe. Wir werden jedoch, um schneller 
zum Ziele zu gelangen, uns vornehmlich der identischen Glei- 
chung (15) bedienen, welche die. Bedingungen (16) gleichsam 
in concentrirter Gestalt enthält. Indem wir dieselbe erwei- 
tern, wird sie die Hauptquelle der folgenden Entwickelungen 
werden, 

Multipliciren wir die beiden ersten Gleichungen (16) und 
ziehen das Quadrat der dritten ab, so erhalten wir: 

(17) ( ab ' — ab) 1 = 1, 

eine Gleichung, welche beweiset, dass die für die Transfor- 
matiousformeln rechtwinkliger Coordinatensysteme hinzukom- 
mende Bedingung (8) keine unabhängige ist, sondern nur 
die Wahl zwischen zwei möglichen Fällen. Es werden daher 
die Formeln für die Transformation rechtwinkliger Coordi- 
natensysteme immer gelten für die orthogonalen Substitutio- 
nen, aber nicht umgekehrt. Wir werden aus diesem Grunde 
die nicht allgemein, sondern nur für die Transformation recht- 
winkliger Coordinatensysteme geltenden Formeln mit dem 
Zeichen (*) bezeichnen. 

Wir fassen das Vorgetragene kurz zusammen in dem 
Satze: 


Die Gleichungen (4) und (13) sind orthogonale 
Substitutionen unter den drei Bedingungen (16), sie 
werden speciell die Transformationsformeln recht- 
winkliger Coordinatensysteme, wenn die Bedin- 
gung ab ' — ab — 1 hinzukommt. 


Wenn wir die Gleichungen (4) entweder mit a und b 
oder mit d und V multipliciren und addiren, so erhalten wir 
mit Rücksicht auf (16): 


(18) 


X = a x -f- b y 
Y — dx -f- b’y . 


Es sind dieses die Auflösungen der Gleichungen (4), 
wie umgekehrt die Gleichungen (4) die Auflösungen von (18) 
sind. Deshalb hat man auch die Auflösungen von (13): 


( 19 ) 


u = aU + d V 
v = b U -f- V V. 

Die Zusammenstellung der betreffenden Gleichungen lehrt, 


Hetve, an&lyt. Geometr. <1. Ebene. S. Aufl. 
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wenn wir an den eingeführten Bezeichnungen festhalten, 
dass es in orthogonalen Substitutionen erlaubt ist, 
folgende gleichzeitige Vertauschungen zu machen: 
x y u v b 
X Y U V a. 



Dieselben gleichzeitigen Vertauschungen darf man 
daher auch in allen aus den orthogonalen Substi- 
tutionen abgeleiteten Formeln machen. 

Durch diese Vertauschungen erhält man aus (16): 

0 2 + a' 2 = 1, & 2 -f&' 2 =l, 

ab + = 0. 


( 21 ) 


Es gehen diese Gleichungen auch aus der durch die 
Substitutionen (18) identischen Gleichung (15) hervor, wenn 
man die Coefficienten gleicher Potenzen und Produkte der 
Variabelen auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich 
setzt. 

Löset man die Gleichungen (4) direkt auf und vergleicht 
die Auflösungen mit den, bereits angegebenen Auflösungen 
(18), so erhält man: 

a (ab ' — ab) = b’, b (ab ' — ab) = — a, 

^ ’ a! (ab ' — a'b) = — b , b' (ab ' — a'b) = a. 


Die Bedingungsgleichung (15) für orthogonale Substitu- 
tionen geht durch die Veränderungen (20) über in: 

(23) u 1 v" 1 = Z7 2 -f- V 2 . 

Diese Gleichung sagt aus, dass bei der Drehung eines 
rechtwinkligen Coordinatensystemes um den Anfangspunkt 
eine mit dem Systeme fest verbundene gerade Linie immer 
dieselbe Entfernung von dem Coordinatenanfangspunkte bei- 
behält. 

Multiplicirt man die Gleichungen (18) mit U und V 
und addirt, so erhält man mit Rücksicht auf (19): 

(24) UX+ VY= ux + vy 

eine durch die Substitutionen (18) und (13) oder (19) und (4) 
allgemeinere identische Gleichung als (15) oder (23). 

Mit dieser Formel schliesst der Kreis der gebräuchliche- 
ren Relationen, welche die orthogonalen Substitutionen dar- 
bieten. Für die Transformationen rechtwinkliger Coordinaten- 
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Systeme, welche in einander übergeführt werden können, hat 
man an der Stelle von (17) und (22): 


(17*) ab' — ab =l t 

(22*) a = b' , b = — a 


Gleichungen, welche beweisen, dass die Veränderungen (20) 
auch in allen Transformationsformeln rechtwinkliger (Koordi- 
natensysteme erlaubt sind, sowie in den Gleichungen, welche 
aus den Transformationsformeln hervorgehen. 

Zum Schlüsse unserer Discussion orthogonaler Substitu- 
tionen wollen wir noch Relationen höherer Ordnung zwischen 
den vier Coefficienten in ihnen vorführen, von welchen die 
Bedingungsgleichungen (IG) oder die ihnen äquivalenten (21) 
nur als specielle Fälle erscheinen. 

Wir gehen zu dem angegebenen Zwecke von der ver- 
allgemeinerten, durch die orthogonalen Substitutionen iden- 
tischen Gleichung (24) aus: % 

(UX -f- VY) m = (ux -j- vy) m . 

• Wir entwickeln beide Theile der Gleichung nach dem 
binomischen Lehrsätze : 


X 


n(m ) 

TUa).n(ß) 


U a X a V^Y 1 * = X 


n[m) 


n(«).ri(ß) 


U X v‘ 


y, 


indem wir festsetzen, dass « -f- ß = »t, dass a und ß alle 
Werthe der Zahlen 0 12...»! annehmeu und dass 11k 
= 1.2 . . a, im Speciellen also - 11 (0) = 1, 77 ( 1) = 1, 
77 (2) = 1.2 etc. seien. 

Führen wir unter den angegebenen Voraussetzungen noch 
die kürzere Bezeichnung ein: 77 (a) . 11 (ß) = C a p, so stellt 
sich die letzte Gleichung mit Weglassung des gemeinsamen 
Factors 77 (m) so dar: 

(o) . . X ,! V* X a Y fl — 2 m° v 1 * x a tf. 

Gj/S ^ap 

Wir denken uns nun das Produkt u a v'\ in welchem die 
Substitutionen (19) gemacht seien, entwickelt. Den Coeffi- 
cienten von U a V'' , wo a und b zwei unveränderliche Zahlen 
seien, deren Summe —m, bezeichnen wir mit C a p . 
indem wir unter dem ersten Factor C a p den eben beschrie- 
benen Zahlencoefficienten verstehen. Wenn wir ebenso in 

8 * 
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dem Produkte x a 1/ die Substitutionen (4) machen und ent- 
wickeln, so wird, da w und v dieselben Functionen von U 
und V sind, als x und y von X und Y, der Coefficient von 
X a Y b ebenfalls C„ß . A a ß sein. Wir drücken dieses mit 
Weglassung der übrigen Glieder der Entwickelung übersicht- 
licher durch die Gleichungen aus: 

(6) . . . «V = . • • + c mf . A a ß . ü a V b + • . . 

(c) . . . *V = • • * + C af . A tt ß . X“ Y b + . • • 

Machen wir nun in ( a ) auf der rechten Seite der Glei- 
chung die Substitutionen ( b ) und setzen auf beiden Seiten 
der Gleichung die Coefficienten des Produktes U a V b ein- 
ander gleich, oder machen wir in (a) auf der rechten Seite 
die Substitutionen (c) und setzen auf beiden Seiten der Glei- 
chung die Coefficienten von X a Y b einander gleich, so fin- 
den wir : 


(<*) -f- • x a r 6 = z; ^ x a / 

b 

(e) U a V b =SAaßU a v< i . 

^ a b 


Die Gleichungen ( b ) bis (e) bieten eine doppelte Defini- 
tion der eingeführten (nt -f- 1) Grössen A a ß dar. Denn ein 

Mal sind C a ß . A a ß Entwickelungscoefficienten in ( b ) und (c), 
das andere Mal- in ( d ) und (e) sind C a i, . A a ß die Entwicke- 
luugscoefficienten der Produkte X“ Y b oder U a V b - 

Wir führen noch andere (»i +1) Grössen A' a ß in die 
Rechnung ein, indem wir an Stelle der Zahlen a und b zwei 
andere Zahlen a und 6', deren Summe ebenfalls = m sein 
soll, zum Grunde legen. Wir definiren erstere in gleicher 
Weise durch die Gleichungen: 

(/■)... «V h Caß . A'aß . ü a ‘ V b '+ - . - 

(g) . - - + Caß . A' tt ß . X“' Y b ‘-\ 

oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch die Gleichungen: 


(Ä) • X a ' Y b ' = 2 A' afi x a / 

b’ 

(*) g 1 .- U a ' V* 2 A' a ßU a rf. 

^a'b' 
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Nach diesen Vorbereitungen kehren wir wieder zu der 
identischen Gleichung (a) zurück. Setzen wir auf der linken 
Seite derselben den Coefficienten von £7° V b X a Y b dem nach 
den Substitutionen (b) und (c) entsprechenden auf der rech- 
ten Seite gleich, so erhalten wir: 

(&) -Q— — X C a ß . Aaß. 

b 

Setzen wir dagegen auf der linken Seite den Coefficien- 
teu von JJ a V ,J X“ Y 6 , der = 0 ist, dem nach den Substi- 
tutionen ( b ) und {<j) entsprechenden auf der rechten Seite 
gleich, so erhalten wir: 

(0 • 0 = ZCaß.Aaß.Aaß. 

Das Resultat unserer Entwickelung lässt sich kurz so 
aussprechen : 

Wenn man (wt -}- 1) Grössen A a ß unter Voraus- 
setzung, dass a-\-$ — a-\-b — m als die Entwicke- 

lungscoefficienten des Produktes i- • X“ Y* ortho- 

gonaler Substitutionen (18) definirt nach Vorschrift 
der Gleichung: 

(25) -i- X“ Y b = 2 A a ß x a / 

b 

und noch (>» + 1) andere Grössen A' a ß in gleicher 
Weise nach Vorschrift der Gleichung: 

(26) 7J-.' Xa Y”‘ = 2Ä a? x a rf, 

so finden zwischen den 2 (m + 1) Grössen die Rela- 
tionen statt: 

(27) . -^= 5 = ZCaß.Alß , = Z Caß ■ A'lß , 

v a'b ' 

0 = 2j C a p • A a p A a p, 

Durch die erlaubte Vertauschung von b mit a in den Aus- 
drücken der 2 (wt -f- 1) definirten Grössen geht aus dem 
Systeme Gleichungen (27) ein anderes ebenfalls geltendes 
System hervor. 

Setzt man in den Gleichungen (25) bis (27) für die gan- 
zen Zahlen et = l, b = 0, a— 0, b' — 1, so geheii die 



Hg Neunte Vorlesung. 

Gleichungen (25) und (26) über in (18) und die Gleichungen 

(27) in (16). 

Wenn m = 2, also C w = 2, C u = 1, C m = 2, werden 
die Entwickelungen (25) und (26): 

i X' 1 — A^x 2 + A n xy + Aot y 2 

(28) .... XF= A'wX 2 -f- A'nxy -f- Aoty 2 

}P = A'^x 2 + A'üxy + JZy*, 
indem wir die Werthe der Coefficienten haben: 


* 

A «* 

2~ ’ 

Au = ab, 

A b * 

Au 2 = -g- • 

(29) . 

A-j o = da , 

Au == fl b -f - fl b , 

AU = bb', 


A" _ «'* 


i 

cP 

y. &'* 

-1o2 2 > 


Zwischen diesen bestehen nun die Relationen (27): 

i = 2 + A n + 2 ^oü > 

i = 2 A' 2 + A' 2 + 2A' 2 , 

(30) . . . t = 2AX+A’;!+2A" n ' } 

0 = 2 A-to At o -f- Au A'ü ~{- 2 ylo 2 AUy 

0 = 2 Am ^äo “1“ AU An -f - 2 Ay> v4<>j , 

0 = 2 A'n, + An A'n + 2 Aoj Aq2 . 

Es fällt in die Augen, dass die neun in (29) aufgeführ- 
ten Grössen A nur in einander übergehen, wenn man in 
ihnen b mit a vertauscht. Macht man diese erlaubte Ver- 
tauschung in dem Systeme (30), so sieht man aus demselben 

ein neues System Gleichungen hervorgehen, deren Elemente 
auch nur die neun Grössen A sind. Man wird bemerken, 
dass diese beiden Systeme Gleichungen die gleiche Eigen- 
schaft haben als im Systeme (16) und (21). 

Wenn man in dem Systeme (28) die Vertauschungen (20) 
macht, so erhält man ein System, welches mit dem ersteren 
in einer merkwürdigen Beziehung steht. Das zweite System 
kann nämlich aus dem ersten (28) auch dadurch erhalten 
werden, dass man das erste als ein lineares betrachtet in 
Rücksicht auf die Unbekannten x 2 , xy , y 2 und nach den 
Unbekannten auflöset. Da nun durch Vertauschung von b 
mit a die Horizontalreihen der Coefficienten A in (28) in 
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die Vertikalreihen übergehen, so kann man sagen: Man 
erhält die Auflösungen der Gleichungen (28), als 
lineare betrachtet, wenn man die Horizontalreihen 
der Coefficienten zu Vertikalreihen macht und zu- 
gleich x mit X und y mit Y vertauscht. 

Es ist dieses die gleiche Eigenschaft der Gleichungen 
(28), welche wir bei den orthogonalen Substitutionen selbst 
wahrgenommen haben. 


Zum Schlüsse unserer Vorlesung wollen wir noch ortho- 
gonale Substitutionen x — aX aY, y = bX -\- b'Y ent- 
wickeln, also solche, welche die Gleichung x 2 -\ -y 2 = X 2 -f- Y 1 
zu einer identischen machen, die Goefficienten a, b, a, b' 
aber durch vier von einander unabhängige Grössen aus- 
driicken. 

Dieses ist offenbar ein Paradoxon. Denn wir haben in 
dem Vorhergehenden gesehen, dass die Coefficienten in den 
orthogonalen Substitutionen dreien Bedingungsgleichungeu 
genügen müssen , dass sie also nur eine willkürliche Grösse 
enthalten können, nicht vier, wie hier vorausgesagt wird. 
Doch man sehe und urtheile. 

Wir gehen in unserer Entwickelung von vier Punkten 
12 3 4 aus , welche auf einer und derselben geraden Linie 
liegen. Ebenso könnte man von vier geraden Linien aus- 
gehen, welche sich in einem und demselben Punkte schnei- 
den, und dieses wäre natürlicher, weil die geraden Linien 
schliesslich die Bedeutung der Coordinatenaxeu erhielten. 
Wir ziehen aber die erste Ausgangsart vor, um leicht ein- 
tretende Missverständnisse in den einzuführenden Zeichen zu 
vermeiden. 

Wenn .4 = 0 und B = 0 die Gleichungen von irgend 
zwei Punkten bedeuten und man setzt: 

(31) W = A + kB, 

so stellt die Gleichung W = 0 mit dem willkürlichen Factor 
X irgend einen Punkt auf der Verbindungslinie der beiden 
Punkte dar. Es sind mithin: 

(32) . . W x = 0, W 2 = 0, W, = 0, = 0 
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(33) . 


die Gleichungen von irgend vier Punkten auf einer geraden 
Linie, wenn: 

W t — A + A, B, W 2 = A -f- A 2 .B, 

W 3 = A + X 3 B, W x = A + k A B, 

Wir bringen nun den in der sechsten Vorlesung ange- 
wondeten algebraischen Lehrsatz in Erinnerung, der rück- 
sichtlich vier Grössen A sich so darstellt: 

„Wenn man mit jr, ;r 2 jr 3 it t die Produkte der Differen- 
zen von irgend vier Grössen A, A 2 A 3 A 4 bezeichnet: 
n \ = (A, A 2 ) (A, A 3 ) (A, A 4 ) 

*2 = (^2 ^i) (^2 ^3) (^2 ^4) 

äj = (A 3 Aj) (A3 Aj) (A3 A,) 

it x = (A 4 Aj) (A 4 A 2 ) (A 4 A 3 ), 

wenn ferner <p (A) irgend eine ganze Function von A des 
zweiten Grades ist, so hat man identisch: 


(34) 


<p'(L) 1 <p'U«) . y'U») . _qu 

n x ' * 7r 3 ‘ 7t 4 


Setzen wir in dieser Gleichung <p (A) = W~, so geht 
dieselbe über in: 


(35) 


w r .’ + 5V + 2£ + = 


51, ST, 51, sr 4 

eine Gleichung, die wir in Worten so aussprechen können: 


Wenn U, = 0, U, = 0, U 3 = 0, U t = 0 die Glei- 
chungen von irgend vier Punkten auf einer und 
derselben geraden Linie sind, so lassen sich vier 
Factoren x der Art bestimmen, dass man iden- 
tisch hat: 

(36) . . . x 4 US + x 2 US + x 3 US + x 4 US = 0. 

Dieser Satz lässt sich auch umkelircn wie folgt: 

Wenn U, = 0, U, = 0, U 3 = 0, U 4 = 0 die Glei- 
chungen von irgend vier Punkten sind, so liegen 
dieselben auf einer geraden Linie, wenn sich vier 
Factoren x der Art bestimmen lassen, dass (36) 
eine identische Gleichung wird. 

Auf der Verbindungslinie der Punkte 1 und 2 liegen 
nämlich die Puuktepaare US = 0 und U 3 = 0. Auf dieser 
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Linie liegt nun nach dem Satze (31) der achten Vorlesung 
auch das durch die Gleichung x t U { 2 -f- x., U 2 = 0 ausge- 
drückte Punktepaar. Da diese Gleichung auf Grund der iden- 
tischen Gleichung (36) die Form anuimmt x^U 2 -f- x, U 2 = 0, 
so liegt dasselbe Punktepaar auch auf der Verbindungslinie 
der Punkte 3 und 4. Daraus folgt nun, dass die vier Punkte 
1 2 3 4 auf einer und derselben geraden Linie liegen. 

Ein zweiter Beweis desselben Satzes ergiebt sich aus der 
identischen Gleichung (34), wenn man in derselben setzt 
cp(A) = W oder qp(A) = AIP. Denn dadurch erhält man die 
identischen Gleichungen: 


(37) 


El + Ei + 

hEj i UE* 

TT . ■ W .. 


w. 




_l_ yW* + 

W S 


liW, 


0, 


welche es noch deutlicher aussprechen, dass die betrachteten 
vier Punkte auf einer und derselben geraden Linie liegen.*) 
Sehen wir aber ab von geometrischen Deutungen und 
beschränken uns allein auf die drei in Rücksicht der varia- 
belcn Liniencoordinaten zugleich bestehenden identischen 
Gleichungen (35) und (37). An Stelle der vier Functionen 
TP, W,, W 3 W t der genannten Variabelen führen wir neue 
Functionen x, X, y, Y ein, indem wir setzen: 


TP, = ix J n x , W. 2 = X y 7C Jt 

TP, = Y/jt,, 


wodurch die identische Gleichung (35) übergeht in: 

(39) x 2 + y 2 = X 2 + Y 2 

und die Gleichungen (37) in: 

l l i i 

v ^ “I” 7/ r V i/ — X — |— f/ 

V W, 1 V jr 3 Vn t 1 V j 


(40) 




Y, 


_*? x -4- -ii- « = Ü 
Vn, P„,“ 1 Yn\ 


* x + Y, 


*) Wie hier die eine identische Gleichung (35) der zweiten Ord- 
nung die beiden linearen identischen Gleichungen (37) zur Folge hat, 
so gehen auch aus der identischen Gleichung (36) zwei lineare iden- 
tische Gleichungen hervor, wenn man die Gleichung (36) nach der 
einen Variabele it oder nach der audercu Variabele v diß'erentiirt, was 
bekanntlich erlaubt ist. 
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Löset man diese Gleichungen auf nach x und y, so er- 
hält man orthogonale Substitutionen von der Form: 
x = aX + a'Y 
v ' y = bX+b'Y, 

welche die Gleichung (39) zu einer identischen machen. 

Die Substitutionscoefficienten haben folgende Werthe: 

(X, - X.) V** ■ _ (X, - 2,) Vn, 


a = 


b = 


(X, - XtU Vn, ’ 
(X, - X 3 ) Vn 3 


a — 


&' = 


(X, — X 4 ) i y n, 
(X, - X,) V~n t 


(X 4 -X " (X, - X t )iVn, 

und wenn man noch die Werthe der vier Grössen n sub- 
stituirt: 

i / (X 4 x t ) (X* Xjl ' ~i/ (X 4 x s ) (X» — X,) 

r {Xi- x t ) (j, - x 3 ) > a y (x 4 - x.) (x, - x.) ’ 


(42) 


,/(x, -x, 

y (x 4 — x. 


— X,) (X, - X.) 


; l/ X.) (Xj — X„) 

y (x 4 — x t ) (x ( — x, 


(X« - 2*) (2, - x.) » “ r (X 4 - X.) (X, - X 3 ) 

Es sind hierdurch in der That die orthogonalen Substi- 
tutionen (41), welche die Gleichung (39) zu einer identischen 
Gleichung machen, abhängig gemacht von den vier ganz 
willkührlichen Grössen X, und es entsteht die Frage, wie das 
am Anfänge unserer Untersuchung hervorgehobene Paradoxon 
aufzuklären ist? 

Betrachten wir irgend einen der vier Coefficienteu in 
(42), so ist derselbe eine Function (A, , X. n A 3 , A,) der vier 
Variabelen A , welche die Eigenschaft hat sich nicht zu än- 
dern, wenn man für sämmtliche A* setzt «A x -(- ß oder für 
1 


sämmtliche A* setzt 


x x + V ' 


Setzen wir deshalb in der ge- 


nannten Function für sämmtliche: 


, “^* + 0 
p, + y * 

so geht dieselbe über in die gleiche Function der Variabelen 
(i, so dass wird: 

(Aj , A 2 , A 3 , = (i t , (i 3> fi 4 ) 

und die drei Grössen cc, ß, y ganz fortgehen. 

Wir führen nun an Stelle der vier Variabelen A vier 
neue Variabelen «, ß, y, ft, ein durch die vier Gleichungen: 
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j «0*1 + 0 i «/*2 + ß ; “ii 3 +ß . «(»4+0 

l ~r, + v’ 2 », + y’ •' , ”^ + y , 4 ~ p«+T’ 

indem wir unter ft,, ft.,, u., gegebene Constanten verstehen, 
die den drei ersten Gleichungen nicht widersprechen sollen. 
Dadurch wird die Function <p (A ,, A 2 , A 3 , A 4 ) der vier Varia- 
belen A zurückgeführt auf die Function <p ( ft,, ft.,, ft 3 , ft,) der 
einzigen Variabelen ft 4 . 

Auf diese Weise sind sämmtliche Coefficienten (42) der 
Substitutionen abhängig von nur einer Variabelen ft,. 

Wir wollen noch bemerken, dass die hier mehr künstlich 
abgeleiteten orthogonalen Substitutionen (41) wie von selbst 
aus der Betrachtung confocaler Kegelschnitte hervorgelien.*) 


Zehnte Vorlesung. 

Orthogonale Substitutionen, welche eine gegebene 
homogene Function der zweiten Ordnung zweier 
Variabelen auf die Quadrate zweier anderen 
Var iab eien zurückführen. 


'Das Problem, die geraden Linien analytisch zu bestim- 
men, welche die Winkel halbiren, die zwei gegebene gerade 
Linien mit einander bilden, haben wir in doppelter Art ge- 
löset. Ein Mal gingen wir von den gegebenen Gleichungen 
der beiden geraden Linien aus und drückten das Resultat 
unserer Untersuchung in dem Satze (12) der zweiten Vor- 


•) In der zweiten Auflage meiner Raumgeometrie findet man die- 
selben Ausdrücke (42) für die Coefficienten orthogonaler Substitutionen 
in der einundzwanzigsten Vorlesung wieder. Denn setzt man dort die 
Werthe der Grössen ß und B aus ^10) in (6) ein, so hat man: 


a 

b 


-/£ 
-V 


(«i + A 0 ) («o + L_) 
(«i — «o) Gi — V) 

(«i_+ill («o + As) 
( a i *•) (Afl — A,) 



(«, -|- A,) (ttn_-|- A 0 ) 

(“l — “o) Go — A|) 

(e t, + Ap) (a 0 A,) 

(ö[| (* 0 ) (A, A 0 ) 


Ausdrücke, welche übergehen in unsere Ausdrücke (42), wenn man für 
“oi «i, Aj, A, respective setzt A 2 , A 4 , — A,, — A s . 
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lesung aus; das andere Mal war die Gleichung des Liuien- 
paares gegeben und der Satz (19) der achten Vorlesung gab 
die Auflösung des Problemes. Wenn wir jetzt zum dritten 
Male auf denselben Gegenstand zurückkommen, so geschieht 
dieses in der Absicht, sowohl eine Anwendung der in der 
vorhergehenden Vorlesung discutirten orthogonalen Substitu- 
tionen vorzuführen als auch das Problem rein algebraisch zu 
fassen und zu behandeln. Denn in dieser Auffassung und 
in weiterer Verallgemeinerung wird es zu einem Fundamental- 
probleme, auf welches sich viele Probleme der Geometrie der 
Integralrechnung und der analytischen Mechanik zurückführen 
lassen. 

■ Wenn wir mit f{oc, y) die homogene Function zweiter 
Ordnung bezeichnen: 

(!)•••• f(%, V) = «oo* 2 + 2 «oi X V + «nJ/ 2 ; 

so stellt die Gleichung f ( x , y) = 0 ein Linienpaar dar, wel- 
ches von dem Coordinatenanfangspunkt ausgeht. Dieses Li- 
nienpaar, welches mit der angegebenen Function übrigens 
willkürlich ist, sei gegeben. 

Macht man in der Gleichung des Linienpaares die ortho- 
gonalen Substitutionen (4) aus der vorhergehenden Vorlesung, 
so ändert die Gleichung ihre Form nicht. Nur in dem einen 
Falle, wenn die Axen des neuen Coordinatensystemes X Y 
die Winkel halbiren, welche die gegebenen geraden Linien 
mit einander bilden, verschwindet aus der Gleichung das 
Produkt XV der Variabelen und es bleiben nur die Quadrate 
der Variabelen in der Gleichung zurück. Bestimmt mau also 
die orthogonalen Substitutionen für diesen Fall, so hat man 
die Gleichungen der gesuchten Halbiruugslinien der Winkel 
X = 0 und Y — 0 oder anders : 

ax + by = 0 und ax + b'y = 0. 

Erinnert man sich überdies der Bedingung (15) für ortho- 
gonale Substitutionen, so kann man sagen, dass das Problem, 
die Winkel zu halbiren, welche zwei beliebig gegebene gerade 
Linien mit einander bilden, rein algebraisch gefasst, darin 
besteht : 
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(3) 


Die linearen Substitutionen zu bestimmen: 
x = aX-\-a’Y 
W y = bX + b'Y, 

welche folgende beide Gleichungen zu identischen 
Gleichungen machen: 

+ = -X 2 + Y 2 

/■(*, + 

Dieses Problem enthält auch algebraisch nichts Unmög- 
liches. Denn wie die erste identische Gleichung (3) in drei 
Gleichungen (16) zerfiel, so findet dasselbe auch bei der 
zweiten Gleichung (3) statt und wir haben sechs Gleichungen 
zur Bestimmung der sechs Unbekannten, nämlich der vier 
Coefficienten in (2) und der beiden Coefficienten A„ und A, 
in (3). 

Schreiben wir die sechs Gleichungen mit den sechs Un- 
bekannten ab, a’b', A 0 A, hin, welche das Problem lösen: 

a 2 -f- = 1 , a' 2 + b' 2 = 1, 

a a -f- b b‘ = 0, 

«00 « 2 + 2 «01 ab + «i i b 2 = A 0 , 

.... «oo « 2 + 2 «oi ab + «li & 2 — Aj , 

a 0() aa'-f- a 01 (ab' ab) -f- a u bb ' = 0. 

Die vorliegenden Gleichungen sind keineswegs lineare 
Gleichungen. Es sind Gleichungen, welche sich den ge- 
wöhnlichen Auflösungsmethoden entziehen. Da wir jedoch 
in (19) der achten Vorlesung das Linienpaar rational haben 
bestimmen können, welches die Winkel des gegebenen Linien- 
paares halbirt und die analytische Zerlegung eines Linien- 
paares in seine Bestandtheile auf eine quadratische Gleichung 
hinauskommt, so wissen wir, dass die Auflösung der Glei- 
chungen (4) und (5) auch auf eine quadratische Gleichung 
führen muss. In dieser Voraussicht werden wir die Auf- 
lösung der genannten Gleichungen unternehmen. 

Es unterliegt keinem Zweifel, dass das rein algebraische 
Problem Schwierigkeiten hervorruft, welche in der früheren 
Behandlung des gleichen Problemes nicht aufkamen. Um 
so dringender ist aber die Aufforderung, das algebraische 
Problem durchzuführen, dessen Auflösung wir anders be- 


(4) 


(5) 
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herrschen. Denn gerade an Problemen der Art macht man 
die einträglichsten Studien. 

Wir führen, um die Gleichungen (5) übersichtlicher dar- 
/.ustellen, unter Voraussetzung, dass o 01 =a 10 die Bezeichnun- 
gen f (x) und f (y) — der partiellen Differentialquotienten 
der Function f(x,y ) — ein: 

(6). \f'(x) — a m x -}- a ni y, £ f (y) = a l0 x 4- a u y , 
und werden annehmen, dass f (x) und f ( y ) in f (a) und 
f (ft) oder in f (a') und /'(£>') übergehen, wenn man für x 
und y setzt a und b oder a und V. Alsdann stellen sich 
die Gleichungen (5) so dar: 

• w a -±f( a ) + 6 •■£/'(&) = K > /”(«') + V- */"(&') = A t , 

' «'• */» + b'-^fib) - «* («') + b .±r(b') = 0. 

Multipliciren wir die erste von diesen Gleichungen mit 
a oder b, die dritte Gleichung mit a' oder b' und addiren, 
oder multipliciren wir die dritte Gleichung mit a oder b, die 
zweite mit a oder b' und addiren, so erhalten wir mit Rück- 
sicht auf die Gleichungen (21) der vorhergehenden Vorlesung, 
welche, wie wir gesehen haben, aus den orthogonalen Sub- 
stitutionen (4) folgen, die Gleichungen: 

m if(<*) = h a > 4 f 0') *= *i 



welche Gleichungen ausführlich sich so darstellen: 

t7 *, («o» — *o) « + «oi b = 0, («n» — A,) a + a (11 b' = 0, 

k ; ’ a, 0 a + (a n — A 0 )h ==0, a i0 a + (o„ — A,)5' = 0. 

Eliminirt man aus dem ersten Systeme Gleichungen a 
und b, aus dem zweiten a und b' und setzt nach der Elimi- 
nation A sowohl für A () als für A, , so erhält man die qua- 
dratische Gleichung: 

( 8 ) (<*00 (®11 « Ol 2 = 0 , 

welches’ beweiset, dass die Wurzeln dieser Gleichung gerade 
die zu bestimmenden Coefficienten A (l und A, sein werden. 

Hat man die Wurzeln A 0 und A, dieser Gleichung be- 
stimmt, so ergäbe sich aus der ersten Gleichung (7*) das 
Verhältnis der Coefficienten a:b und die Gleichung a 1 -f- b 2 
= 1 würde dienen die Werthe der Coefficienten selbst zu be- 
stimmen. Solch’ unsymmetrisches Verfahren bei Auflösung 
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eines vollkommen symmetrischen Problemes ist aber ver- 
werflich. Wir multipliciren deshalb die erste Gleichung (7*) 
mit a, die zweite mit b und bestimmen gleichmiissig aus beiden 
Gleichungen die Verhältnisse: 

a? : ab : W -= — — r : , 

*0 a Q\ a H — *0 

woraus mit Einführung eines noch zu bestimmenden Factors 
x„ die Gleichungen hervorgehen: 

(9) .. a J =— S-j-, ab — 

<*oo ’ a ol a u — i,,’ 

Der Factor x 0 ergiebt sich durch Addition der ersten 
und letzten Gleichung unter Berücksichtigung der ersten 
Gleichung (4) und der quadratischen Gleichung (8): 

( 10 ) 

Setzt man diesen Werth von x 0 in die erste und letzte 
Gleichung (9) ein, so hat man: 

a = **»■ - 

^ j F(“ oo t 0 ) (a M -|- Qu — 2 i 0 ) ’ 

V (“u — ^o) ( a oo + “ i — 2 !<,) 

Was die Vorzeichen der beiden Quadratwurzeln anbe- 
langt, so kann ein Vorzeichen beliebig gewählt werden, das 
andere ist so zu bestimmen, dass der zweiten Gleichung (9) 
genügt wird, welche sich nach der Substitution des Werthes 
von x n so darstellt: 

(12) ab , ... • 

v ' “(Kl + «II — 2 l 0 

Von den Coefficienten a und //, welche aus a und b in 

(11) dadurch hervorgehen, dass man für A 0 setzt A, : 

y\ a oo (Oqo + an — 2 i|) 

b' = - a »' } 

W«n l“oo + “n — 2 i,) 

gilt dasselbe. Die Vorzeichen der Quadratwurzeln brauchen 
nur der Bedingung zu genügen: 

(14) ab' = — • 

V 1 “uo + “ll — 2 
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Das an die Spitze der Vorlesung gestellte algebraische 
Problem kann hierdurch als gelöset angesehen werden. Denn 
wir haben die in der zweiten Gleichung (3) unbekannten 
Coefficienten A„ und A, als die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (8) festgestellt und durch diese Wurzeln in (11) 
und (13) die Coefficienten in den Substitutionen (2) ausge- 
drückt. Wenn wir aber den geometrischen Ursprung des 
Problemes im Auge behalten, nämlich die Frage nach den 
Halbirungslinien der Winkel, welche das durch die Gleichung 
f (x, y) — 0 gegebene Linienpaar bildet, so drängen sich 
- gewisse Bedenken auf, die zu weiteren Untersuchungen Ver- 
anlassung geben. 

Unter der Annahme, dass die Gleichung f (x, y) = 0 
ein gegebenes reelles Linienpaar darstelle, muss die Gleichung 
ax -f- by = 0 der Halbirungslinie des einen von den gege- 
benen geraden Linien gebildeten Winkels auch eine reelle 
sein. Die quadratische Gleichung (8), von der die Coeffi- 
cienten a und b in der genannten Gleichung abhängen, könnte 
auch imaginäre Wurzeln haben. In diesem Falle wären die 
Ausdrücke (11) von a und b imaginär. Da dieses nicht sein 
kann, so müssen wir daraus schliessen, dass die quadratische 
Gleichung (8), von welcher das algebraische Problem abhängt, 
imaginäre Wurzeln nicht haben kann. 

Gehen wir nun auf die Natur der quadratischen Glei- 
chung (8) näher ein und stellen eine Wurzel derselben dar, 
so finden wir, dass unter dem Quadratwurzelzeichen die Summe 
zweier Quadrate steht: 

(«oo — «n) ? + 4« 01 2 . 

Da diese Summe immer positiv ist, so folgt hieraus, dass die 
quadratische Gleichung selbst in dem Falle, wenn die Glei- 
chung f ( x , y) — 0 mit reellen Coefficienten ein imaginäres 
• Linienpaar darstellt, reelle Wurzeln hat. Ein eleganterer 
Beweis für die Realität der Wurzeln der quadratischen Glei- 
chung (8) wird am Ende der Vorlesung nachfolgen. 

Aber trotzdem, dass die quadratische Gleichung nur 
reelle Wurzeln hat, würde die Halbirungslinie eine imagi- 
näre, wenn in (11) die Ausdrücke unter den Wurzelzeichen 
von entgegengesetztem Vorzeichen wären. Das Produkt der- 
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selben ist aber mit Rücksicht auf die quadratische Gleichung 
ein Quadrat: 

öoi 2 («»o + «n — 2A 0 ) 2 . 

Die genannten Ausdrücke müssen also gleiche Vorzeichen 
haben. Das negative Vorzeichen können beide Ausdrücke 
nicht haben, weil die Summe der Quadrate von a und b gleich 
der Einheit flicht eine negative Grösse ist. 

Nach dem Satze (20) der achten Vorlesung stellen sich 
die Gleichungen aller von dem Anfangspunkte der Coordi- 
naten ausgehenden Linienpaare, welche mit dem gegebenen 
Linienpaare f ( x , y) — 0 dieselben Winkel - Halbirungslinien 
haben, dar in der Form: 

f 0, y) — O 2 + y r ) = o. 

Wenn demnach cp (x, y) = 0 die Gleichung irgend eines 
solchen Linienpaares ist, so werden sich Factoren p und q 
der Art bestimmen lassen, dass man identisch hat: 

(15) .... pf (x, y) -f q (x 2 + y 2 ) = (p (x, y ). 

Da der linke Theil dieser Gleichung durch die Substitu- 
tionen (2) transformirt wird auf die Quadrate der neuen Varia- 
belen, so gilt dieses auch von der Function cp (x, y), welche 
durch die Substitution übergeht in: 

( 16 ) <p (?,y) = • 

Definiren wir also die Function cp (x, y) als eine Func- 
tion, welche durch die Substitutionen (2) transfor- 
mirt wird auf die Quadrate der neuen Variabelen, so 
setzt sich dieselbe aus den Functionen f (x, y) und (x 2 -f- y~) 
in linearer Weise zusammen, wie die Gleichung (15) angiebt. 

Was die Coefficienten p und q in der Gleichung (15) 
anbetrifft, so bestimmen wir dieselben, indem wir in der 
Gleichung (15) die Substitutionen (3) und (16) machen und 
die Coefficienten der Quadrate der neuen Variabelen einander 
gleich setzen : 

/ 17 \ „ Ml — Mo ,, Mi' ti — Ml *0 

' u ' * * • * P ~ L ~ l.-lo 

Dieses sind Ausdrücke der Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (8) und der beiden Grössen p n und p,. Wenn 
man die letzteren als gegeben betrachtet zugleich mit der 
quadratischen Gleichung, deren Wurzeln nicht bekannt sein 

Hesse, analyt. Ucometr. d. Jblbcne. 1 Aufl, ‘J 
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sollen, so sind die Ausdrücke irrational. Wir können dem- 
nach sagen, dass die gegebene Function q> (x, y) im Allge- 
meinen irrational aus den beiden gegebenen Functionen 
f (x, y) und (x -i -f- y 1 ) zusammengesetzt sei. 

Es liegt nicht in unserer Absicht, auf die Natur aller 
ebeu definirten Functionen q> (x, y) näher einzugehen. Wir 
werden uns vielmehr beschränken auf die Zahl derer, welche 
rational zusammengesetzt sind. 

Wenn wir unter n eine positive oder negative ganze 
Zahl verstehen und für cp(x, y) die Bezeichnung f„ (x, y) 
wählen, so stellen sich die eben beschränkten Functionen in 
der Form dar: 

(18) f n (x, y) = kl X* + A? V*. 

Denn setzen wir in der Gleichung (16) y 0 = Aj und 
ja, = A", so werden Zähler und Nenner der Brüche von p 
und q in (17) alternirende Functionen der Wurzeln der qua- 
dratischen Gleichung (8) und die Ausdrücke von p und q 
selber symmetrische Functionen der Wurzeln. Da sich aber 
symmetrische Functionen der Wurzeln einer Gleichung immer 
rational durch die Coefficienten in der Gleichung ausdrücken 
lassen und die Coefficienten der (quadratischen Gleichung (8) 
wieder rational aus den Coefficienten der gegebenen Function 
fi ( x > y) zusammengesetzt sind , so braucht man gar nicht 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung zu kennen, um die 
Function („ (x , y) selber darzustellen. 

Die weiter zu behandelnden Functionen bilden zwei Klas- 
sen, je nachdem n eine positive oder negative ganze Zahl ist. 
Demnach nennt man die Functionen f„ (x, y) und „ (x, y) 
reciproke Functionen. 

Dass diese Functionen sich rational darstellen lassen, ist 
aus dem Vorhergehenden klar, aber es stellen sich bei der 
Durchführung doch praktische Schwierigkeiten dar, welchen 
man überhoben sein möchte. Damit sei das folgende Problem 
angezeigt, dessen Lösung eine tiefere Einsicht in die Natur 
der zu behandelnden Functionen geben wird. 

Wenn zwei Functionen f t (x,y) und f v (x,y) ge- 
geben sind, welche durch die Substitutionen (2) 
transformirt werden in: 
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(19) AK y) = X*+Y*, 

(20) fy(x, ! 0-A o X* + i t r* t 


jede andere Function AK y), welche durch diesel- 
ben Substitutionen transforiuirt wird in: 

(18*) f H (x, y) = AS Xi + AS Y\ 

rational darzustellen. 

Den Anfang der Lösung des vorstehenden Problemes 
machen wir mit der rationalen Darstellung der Function 

ft K V)- 

Setzen wir zu diesem Zwecke fr„ = A 0 2 , u, = A, 2 und 
< j>{x , y ) = f 2 (x, y), so ergeben sich aus (17) die Wertlie 
von p und q : 

P = “|- Aj = öoo ~b «it ? Q ~ ' = Ko «ii «oi ? ) 

und aus der Gleichung (15) selber die Relation zwischen den 
drei auf einander folgenden Functionen f., (x, y ) , f x (x, y), 

fo( x > y)- 

(21) AK y) — Ko + «n)/i K v ) + Ko«n — «m 2 ) f» (, x > v) = °- 

Diese Relation lässt sich bilden nach folgender einfachen 
Regel : 

„Man erhält die zwischen den drei auf einander folgen- 
den Functionen f 2 (x, y ) , f x (x, ?/), f 0 (x,y) bestehende Rela- 
tion , wenn man die quadratische Gleichung (8) nach Po- 
„tenzen von A entwickelt und für A 2 , A, A u respective jene 
„Functionen setzt. 

Um die reciproke Function /L i ( x > V) rational darzu- 
stellen, setzen wir in (17) fi„ = y-, p , = j - , woraus sich 
die Wertlie von p und q ergeben: 

__ 1 1 A, -p A| __ Qm -p a n 

«uo«,i «„,* * Ayt, Uyd oioi* 

und aus der Gleichung (15), in welcher <p(x,y) die Bedeu- 
tung von f— t (x,y) hat, ergiebt sich die Relation: 

(22) f t (x, y) — (a (M) + «,,)A (x, y) + ( a, M o, , — a 01 2 ) f- 1 {x, y) = 0, 
welche nach folgender Regel sich bilden lässt: 

„Mau erhält die zwischen den drei auf einander folgen- 
den Functionen f x (x, y), f n (x, y), f~i(x, y) bestehende Rela- 
tion, wenn man die quadratische Gleichung (8) nach Po- 

a* 
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„tenzen von A entwickelt, durch A dividirt und für die erste, 
„die nullte und die minus erste Potenz respective jene Func- 
tionen setzt. 

Diese beiden Regeln lassen vermutlien, dass zwischen je 
drei benachbarten Functionen f„ (x, y) gleiche Relationen 
bestehen. Das Folgende soll dazu dienen, die aufgeworfene 
Frage zur Entscheidung zu bringen. 

Wenn man je zwei in einer Horizontalreihe stehende 
Gleichungen (7) mit X und Y multiplicirt und hierauf addirt, 
so erhält man mit Berücksichtigung der Substitutionen (2) : 
i 1 1 (#) = o , . A # X -f- n . A, X 
l j 1 A' (2/) == 6. A„X+ 6'.A,r. 

Es sind dieses die Substitutionsgleichungen (2) selber, 
nur in einer anderen Form. Vergleicht mau sie mit jenen, 
so kann man sagen : 


Es ist erlaubt, in allen aus den Substitutionen 
(2), welche die Gleichungen (3) zu identischen Glei- 
chungen machen, hervorgegangenen Formeln fol- 
gende gleichzeitige Veränderungen eintreten zu 
lassen : 


(24) 


x, ?/, -X» Y) 

' ’ ‘ 177 Oy), K x , A,r. 

Wenn wir in unserem Probleme in (3) au Stelle der 
gegebenen Function /j (x, y ) — A„ X 2 -f- A, Y 2 ihre in (22) 

ausgedrückte reciproke Function f-x (x, y) = . X- -)- - 1 - Y 2 , 

nehmen, so ändert sieh bei der Durchführung des Problemes 
die quadratische Gleichung (8) nicht, deren Wurzeln A 0 und 
A, sind. Der vorhergehende Satz wird aber so lauten: 


Es ist erlaubt, in allen aus den Substitutionen 
(2), welche die Gleichungen (3) zu identischen Glei- 
chungen machen, hervorgegangenen Formeln fol- 
gende gleichzeitige Veränderungen eintreten zu 
lassen: 


X, 


y, x, y, 

(25) ■ • • ifLx(x), ±f±x(y), jX, }r. 

A 0 A| 

Machen wir nun die Veränderungen (24) und (25) nicht 
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allein in den Gleichungen (21) und (22), sondern auch in 
den Gleichungen, welche aus diesen durch die Veränderungen 
hervorgegangen sind, so drückt sich die zwischen irgend 
drei benachbarten Functionen f ( x , y) bestehende Relation in 
der Gleichung aus: 

( 26) /■■+!(*,*) — (Oo, + ««)/■- (.r, y) + (o 00 a n — a 01 5 )/„-, (x, y) = 0. 

Der Beweis dieser Gleichung ergicbt sich freilich wie 
von selbst. Denn multipliciren wir die auf einander folgenden 
Gleichungen : 

/;+,(*, 2 ,) = K +1 X 2 + K +1 Y 2 , 
f n ( x , v) = +*■:**> 

der Reihe nach mit 1, — («oo + a n)> ( a oo a n — a oi 5 ) und 
addiren, so verschwindet auf der rechten Seite das mit X 3 
multiplicirte Glied der Summe, weil A 0 eine Wurzel der qua- 
dratischen Gleichung (8) ist und ebenso das mit Y 2 multi- 
plicirte Glied, weil A, ebenfalls eine Wurzel der quadratischen 
Gleichung ist. Es war aber zugleich unsere Absicht, durch 
die aufgestellten Regeln zu zeigen, wie aus jeder der betrach- 
teten Functionen andere derselben Art bloss durch Substitu- 
tionen hervorgehen. 

Für die Anwendung der Regel (25) entnehmen wir aus 
(22) den Ausdruck f - 1 (x, y) der der gegebenen Function 
reciproken Function: 

(27) . . /_, (x, y ) = ^ + 

"00 "11 — "01 

Sämmtliche eben betrachtete Functionen kann man auch 
als Entwickelungscoefficienten darstellen. 

Multipliciren wir zu diesem Zwecke die zweite Function 
(3) mit einer unabhängigen Variabele A und ziehen von ihr 
die erste Function (3) ab, so erhalten wir eine Function 
I\ (pc, y) , welche durch die Substitution (2) übergeht in: 
i\ (x, y) = (x, y) - (z 2 + y 2 ) = (A 0 A - 1) X 2 + (A, A - 1) Y 2 . 

Diese Function F t (x, y) geht aus der gegebenen Func- 
tion /i (x, y) dadurch hervor, dass man in ihr für a 0l) , a n , 
a #1 respective setzt o 0 „A — 1, a n A — 1, o 01 A. Ihre reci- 
proke Function F-i(x, y): 
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*-l 7T-x X2 + Ijhri Y ' 

wird daher aus der in (27) angegebenen reciproken Function 
f-i(x,y) erhalten, wenn man in letzterer dieselben Ver- 
änderungen macht. Die letzte Gleichung lässt sich demnach 
mit Veränderung des Vorzeichens auf beiden Seiten so dar- 
stellen : 


<X, y ) — ( n „ol + «„* — 2 ) (*« + !/*) 1 V! , 1 y> 

(a m l - !) («,, I - i) - o 0l * 1 - " r 1 - v ’ 

Diese Gleichung, welche durch die Substitutionen (2) 
eine identische Gleichung wird, ist es, auf welche wir haben 
hinauskommen wollen. Denn entwickeln wir den rechten 
Theil der Gleichung entweder nach aufsteigenden oder nach 
absteigenden Potenzen der Variabele A, so erhalten wir: 


_ (X> + r*) + <1, X' + i, r>) 1 + < V x> + V r>, p + 

- - (i x ’ + i r ’) ; 

~(h x ' + v y ’) !■ - (v x ' + v r ') i~- 

oder auf Grund von (18): 


= f, (z, V) + fi (*, V) * + fi (•*. 9) A* -J 

= — /L, (x, y) | — /Li (x, y ) j t - — f- 3 {x, y) ~ 


Es ergeben sich demnach sämmtliche Functionen f„ (x, y) 
als Entwickelungscoefficienten einer und derselben Function 
(28) der Variabelen x und y. 

Ein letztes Bedenken erregt noch der Satz (19) der achten 
Vorlesung, nach welchem die Winkel des durch die Gleichung : 

«00 + 2 »oi x v + «ii y 1 = 0 

gegebenen Linienpaares halbirt sein sollen durch das Linien- 
paar, dessen analytischer Ausdruck ist: 

«oo * 2 + («u — «00 )*y ~ «u y 1 = 0 . 


Denn die letzte Gleichung ist rational zusammengesetzt, wäh- 
rend nach unserer Untersuchung die Gleichung der Halbi- 
rungslinien : 

Xr=(«z + by ) (ax -f b’y) = 0 


in irrationaler Form auftritt, weil « und b von den Wurzeln 
der Gleichung (8) abhängen. 
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Dieses Paradoxon werden wir dadurch aufkläreu, dass 
wir nachweisen, wie die Irrationalität nur in einem Factor 
der letzten Gleichung auftritt. 

Wir gehen von der identischen Gleichung aus: 

(aß ' — aß) (ab’— ab) 

= (an - f- an') (ßb + ß’b') — (ab -f- ab') (ßa + ßa), 

welche zwar aus der Determinanten -Theorie hergenommen 
ist, sich aber sehr leicht verificiren lässt. 

Setzen wir in dieser identischen Gleichung a — X, 
a'= Y ; /5 = A 0 X, ß’=X t Y und nehmen an, dass a, b, a', V 
die in dem Vorhergehenden bestimmten Substitutionscoeffi- 
cienten seien, so erhalten wir mit Berücksichtigung von (23): 

(*, - >1«) ^ Y iflV- ab) = f f(y) - f f(x ) , 

oder, wenn man für die Differentialquotieuten ihre Werthc 
setzt und berücksichtiget, dass (ab ' — ab) — + 1 ist: 

(29) + (A, — A 0 ) X Y = o ol x 1 + (o„ — a 00 ) xy — a ol y*. 

Es stellt sich also wirklich das Produkt X Y mit einem 

irrationalen Factor multiplicirt als ein rationaler Ausdruck dar. 

Erinnern wir uns nun, dass wir dasselbe Produkt schon 
einmal in der zweiten Gleichung (28) der vorhergehenden 
Vorlesung als eine Function der Variabelen x, y dargestellt 
haben, so ergeben sich aus dem Vergleich der beiden Ent- 
wickelungen die Gleichungen: 

+ (A, — A 0 ) Aw — a 01 , 

(30) + (*i — *o) = (®n — a oo)> 

i (^i — ^o) -Aoi — — «oi • 

Setzen wir die Werthe der drei Grössen Ä in die zweite 
Gleichung (30) der vorhergehenden Vorlesung ein, so erhal- 
ten wir: 

(31) (A, - A 0 )* = (a 00 - a n Y + 4 a„, J . 

Aus dieser Gleichung lassen sich zwei wichtige Folge- 
rungen ziehen: 

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung (8), 
von welcher das Problem der Transformation (3) 
abhängt, sind immer reell. 
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Denn wären sie imaginär, so wäre der linke Theil der 
Gleichung (31) negativ, während der rechte Theil, aus Qua- 
draten zusammengesetzt, positiv ist. 

Die Bedingung der Gleichheit der Wurzeln der 
quadratischen Gleichung (8) löset sich in zwei Be- 
dingungen auf. 

Denn wenn der linke Theil der Gleichung (31) ver- 
schwindet, so muss auch jedes der beiden Quadrate des 
rechten Theiles verschwinden. 


Elfte Vorlesung. 

Homogene Coordinaten. Dreieckcoordinaten. 

Wenn A n = 0 und A i — 0 die Gleichungen zweier durch 
ihre Coordinaten y 0 und x u y { gegebenen Punkte in der 
Normalform sind, so stellt die Gleichung: 

A 0 — AA t = 0 

mit dem willkürlichen Factor A jeden beliebigen Punkt dar auf 
der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte. Bringt 
man die letzte Gleichung auf die Normalform durch Division 
mit dem Factor (1 — A), um von der Gleichung dieses Punk- 
tes zu seinen Coordinaten x, y überzugehen, welche nach der 
Division die Coefficienten der Variabel en sind, so hat man: 

„ ffn-Aa:, 3 /ü — *J/i 

x — r^nr > y — r -t 

Wir wollen beiläufig bemerken, dass durch Elimination 
von A aus diesen beiden Gleichungen mit Rücksicht auf (3) 
der ersten Vorlesung man die Gleichung 2 A — 0 der ge- 
raden Linie erhalten muss, welche durch die gegebenen beiden 
Punkte geht. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer geraden 
Linie stellen sich hiernach als Brüche dar mit demselben 
Nenner, deren Zähler und Nenner lineare Ausdrücke einer 
Variabele A sind. 

t 
f 

) 

~-Y 

\ 
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Analoge Ausdrücke kann man erhalten für die Coordi- 
naten einer geraden Linie, welche beliebig durch den Schnitt- 
punkt zweier durch ihre Coordinaten gegebenen geraden 
Linien gelegt ist. Auch diese Ausdrücke sind lineare Brüche 
mit gleichem Nenner. 

Die Rechnung mit Brüchen der angegebenen Art ver- 
meidet man aber in dem ersten Falle durch Einführung der 
homogenen Coordinaten x, y, z eines Punktes an Stelle der 
rechtwinkligen. Wir werden zu diesem Zwecke irgend drei 

Grössen x, y, z, deren Verhältnisse y , '{ die gebräuch- 
lichen rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes ausdrücken, 
die homogenen Coordinaten, oder auch bloss die Coordi- 
naten des Punktes nennen. 

Die gegebenen homogenen Coordinaten eines Punktes 
bestimmen hiernach den Punkt zwar unzweideutig, aber 
durch den gegebenen Punkt sind seine homogenen Coordi- 
naten x, y, z nicht bestimmt, sondern nur die Verhältnisse 

derselben , — . Sie stellen denselben Punkt dar. wenn 

Z ' Z 7 

ihre Verhältnisse ungeändert bleiben. Es giebt also unend- 
lich viele Systeme homogener Coordinaten x, y, z, welche 
einen und denselben Punkt darstellen; ihre Verhältnisse än- 
dern sich jedoch nicht für einen und denselben Punkt. 

Durch Einführung der homogenen Coordinaten an Stelle 
der rechtwinkligen wird die Gleichung einer geraden Linie: 

Ax -f- JBy -j- C = 0, 

wenn man für x und y setzt y und ^ und mit z multipli- 
cirt, homogen: 

Ax + By -f- Cz = 0. 

Da aber die homogene Gleichung einer geraden Linie 
übergeht in die allgemeine Form der Gleichung der geraden 
Linien, wenn man in ihr z — 1 setzt, so leuchtet es ein, 
dass man mit den homogenen Gleichungen von geraden Li- 
nien ebenso operiren kann, wie mit den allgemeinen Glei- 
chungen der geraden Linien. 

Sind zum Beispiel die Gleichungen von vier geraden 
Linien i6 der homogenen Form gegeben: 
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U 0 = 0, J7, -* 0, u„ — XU, = 0, C7 0 — g Cf, = 0, 
so schneiden sich die diesen Gleichungen entsprechenden ge- 
raden Linien in einem Punkte, und das anharmonische Ver- 

hältniss des zweiten Linienpaares zu dem ersten ist weil 

ganz dasselbe zutrifft, wenn man z = 1 setzt. 

Gleichzeitig drücken wir die Lage einer geraden Linie 
durch homogene Liniencoordinaten aus. Wir verstehen 

darunter drei Grössen u, v, w, deren Verhältnisse — . - die 

gebräuchlichen Coordinaten der geraden Linie sind. Alsdann 
wiederholt sich das, was wir von Punktcoordinaten und 
homogenen Punktcoordinaten gesagt haben, bei Liniencoor- 
dinaten und homogenen Liniencoordinaten. Die Gleichung 
eines Punktes: 

Au + Bv + C = 0 

wird durch Einführung der homogenen Liniencoordinaten 
homogen : 

Au + Bv -f- Cio = 0 
und wir können sagen: 

Die Coefficienten der Variabelen in der homo- 
genen Gleichung einer geraden Linie sind die homo- 
genen Coordinaten der geraden Linie. Die Coeffi- 
cienten der Variabelen in der homogenen Gleichung 
eines Punktes sind die homogenen Coordinaten des 
Punktes. 

Componiren wir nun aus den homogenen Gleichungen 
irgend zweier Punkte: 

C/o = 0, C7, = 0, 

die durch ihre homogenen Coordinaten a; 0 y n z 0 und x t y l z { 
gegeben seien, die Gleichung: 

U 0 + A, U, =0 

eines beliebigen Punktes auf der Verbindungslinie der beiden 
Punkte, und bezeichnen seine Coordinaten mit xyz, so haben 
wir nach dem angegebenen Satze: 

x = A 0 a; 0 -f- A,#, 

y = ^oJ/o 4- 

S = XqZq -\- XyZ l . 
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Es sind dieses lineare Ausdrücke für die Coordinaten 
x, y, 2 eines variabelen Punktes auf einer geraden Linie, 
wenn man A n und A, variireu lässt, nicht Brüche, wie wir 
sie am Anfänge der Vorlesung aufgestellt haben. Wir wolleft 
noch bemerken, dass man auch A 0 = 1 setzen und allein A, 
variiren lassen kann; die drei Gleichungen stellen doch jeden 
beliebigen Punkt auf der geraden Linie dar. 

Componiren wir aus den homogenen Gleichungen von 
irgend drei Punkten x 0 y 0 2„, x, y, 2 , , x 3 y 2 z. t : 

U 0 = 0, 77, =0, U 2 = 0 

die Gleichung: 

U n + Ui -f- A 2 U 2 = 0 

eines Punktes U — 0 und bezeichnen die Coordinaten dieses 
Punktes mit x, y, z, so haben wir: 

x = A 0 a; 0 -f A,x, + l 2 x 2 

y — hy<> + Ky\ + 
s = -f *1*1 + * 2 * 2 • 

Es sind dieses drei lineare Gleichungen mit den drei 
Unbekannten A, wenn man die Coordinaten des Punktes 
U = 0 und mit ihnen den Punkt als beliebig gegeben be- 
trachtet. Da man die Werthe der Unbekannten A immer so 
bestimmen kann, dass sie den drei Gleichungen genügen, — 
ausgenommen wenn die drei ersten Punkte auf einer geraden 
Linie liegen, — so kann man auch die Gleichung jedes be- 
liebigen Punktes U = 0 componiren aus den Gleichungen 
von irgend drei gegebenen Punkten, wenn diese nicht auf 
einer geraden Linie liegen. 

Wenn dagegen: 

U 0 = 0, 17,-0 

die homogenen Gleichungen irgend zweier, durch ihre Coor- 
dinaten u 0 v 0 w 0 und m, i\ w, gegebenen, geraden Linien sind, 
so ist: 

*o + *1 ^7| = 0 

die Gleichung einer beliebigen, durch den Schnittpunkt der 
ersteren gezogenen geraden Linie. Bezeichnen wir mit u v w 
die Coordinaten dieser geraden Linie, so haben wir nach dem 
angegebenen Satze: 
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U = A 0 u 0 + A, w, 

« = *0 + *! »1 

M> = A„ w 0 -f- A, » I , 

lineare Ausdrücke der Variabelen A für die Coordinaten einer 
sich um einen bestimmten Punkt drehenden geraden Linie. 
Auch hier kann inan A 0 = 1 setzen und allein A, variiren 
lassen •, die drei Gleichungen werden jede Lage der sich um 
den Punkt drehenden geraden Linie ausdrücken. 

Sind endlich die homogenen Gleichungen von drei durch 
ihre Coordinaten u 0 v 6 w v , m, t>, u \ , u 2 v 2 w 3 gegebene gerade 
Linien : 

u 0 =0, U x = 0 , U 2 ■= 0 , 

die nicht durch denselben Punkt gehen, so wird: 

+ *1 ^1 + ^2 Uj = 0 

die Gleichung irgend einer geraden Linie U — 0 sein, deren 
Coordinaten u v w sich durch die Gleichungen ausdrücken : 

M = A ö Uq -j- A, t<| Aj U 2 

v = *0 v o + ^1 «l + *2 v t 

w = A 0 m» # -f- A,w, -{- A a w 3 . 

Denn wenn die Coordinaten uvw gegeben sind, so hat man 
diese drei linearen Gleichungen, welche die drei Factoren A 
bestimmen. 

Wir drücken dieses in Verbindung mit einer früheren 
Bemerkung nur eleganter aus, wenn wir sagen: 

Wenn U = 0, U 0 = 0, U x = 0, U 2 = 0 die Glei- 
chungen von irgend welchen vier Punkten oder von 
irgend welchen vier geraden Linien sind, so lassen 
sich vier Factoren A der Art bestimmen, dass man 
identisch hat: 

A U + A 0 U 0 + A, U x + A 2 U 2 = 0. 

Wir wollen nun irgend vier von einem und demselben 
Punkte ausgehende gerade Linien, deren homogene Gleichun- 
gen seien: 

u 0 = 0, 0, U Q — A üj = 0, U a — g Z7j = 0, 

in Verbindung bringen mit vier in einer und derselben ge- 
raden Linie liegenden Punkten, die durch ihre homogenen 
Gleichungen gegeben seien: 
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V 0 = 0, V, = 0, V 0 — IV, = 0, V 0 — tnV t — 0. 

Die vier Punkte liegen respective auf den vier geraden 
Linien unter den Bedingungen: 

ü 0 ° = 0, U(— 0, lUJ+lUf — 0, m U t '+ p Uf — O, 

die wir erhalten, wenn wir die aus den Gleichungen der 
Punkte genommenen Coordinaten der Punkte einsetzeu re- 
spective in die Gleichungen der geraden Linien an Stelle der 
Variabelen. Es ist nämlich hierbei angenommen worden, dass 
U 0 und U t übergehen in U n ° und U t n , wenn wir für die 
Variabelen setzen die Coordinaten des Punktes V„, und dass 
I/ 0 und 17, übergehen in U„' und 17,', wenn wir für die 
Variabelen setzen die Coordinaten des Punktes V t . 

Aus den beiden letzten Gleichungen erhalten wir durch 
Elimination: 

— = A 

m fi 

ein Resultat, welches mit Rücksicht auf die Bedingungen sich 
so aussprechen lässt: 

Wenn man zwei von ei- 
nem und demselben Punkte 
ausgehende Linienpaare 
durch irgend eine gerade 
Linie schneidet, so ist das 
anharmonischeVerhältniss 
der Linienpaare gleich 
dem anharmonischen Ver- 
hältnisse der Schnitt- 
punktepaare. 

Hieraus folgt ferner: 

Irgend zwei harmonische 
Linienpaare werden von 
einer beliebigen geraden 
Linie in harmonischen 
Punktepaaren geschnit- 
ten. 

Drei Linienpaare der In- 
volution werden von einer 
beliebigen geraden Linie 


Wenn man von einem 
und demselben Punkte aus 
durch irgend zwei Punkte- 
paare auf derselben gera- 
den Linie zwei Linienpaare 
legt, so ist das anharmo- 
nische Verhältniss der 
Punktepaare gleich dem 
anharmonischen Verhält- 
nisse der Linienpaare. 

Zwei von einem und dem- 
selben Punkte ausgehende 
Linienpaare sind harmoni- 
sche, wenn sie durch zwei 
harmonische Punktepaare 
gehen. 

Drei von einem und dem- 
selben Punkte ausgehende 
Linienpaare bilden eine 
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in Punktepaaren der In- Involution, wenn sie durch 
volution geschnitten. drei Punktepaare der In- 
volution gehen. 

Die beiden letzten Sätze folgen aus den beiden vorher- 
gehenden und aus den Definitionen von Punkte- und Linien- 
Paaren der Involutiou. Denn construirt man dasjenige Linien- 
paar, welches harmonisch ist zu jedem der drei Linienpaare 
der Involution, so schneidet jedes Linienpaar der Involution 
eine beliebige gerade Linie in einem Punktepaare, welches 
harmonisch ist zu dem Schnittpunktepaare des construirten 
Linienpaares auf der beliebigen geraden Linie. Da man also 
auf der beliebigen geraden Linie ein Punktepaar angeben 
kann , welches harmonisch ist zu jedem der drei Schnitt- 
punktepaare der Linien paare der Involution, so bilden jene 
drei Schnittpunktepaare eine Involution. Einen analogen 
Beweis kann man für den letzten Satz geben; er geht aber 
auch aus dem nebenstehenden hervor. 

An Stelle der homogenen Coordinaten bedient man sich 
in vielen Fällen mit Vortheil der Dreieckcoordinaten. 
Ihre Bedeutung soll in dem Folgenden entwickelt werden. 

Man nehme irgend ein Dreieck, in welchem der Einfach- 
heit wegen der Coordinatenanfangspuukt liegen soll. Die 
Gleichungen der Seiten des Dreiecks seien in der Normal- 
form gegeben: 

A = 0, 11 = 0, <7=0. 

Dieses Dreieck bildet das Fundament des neuen Coordi- 
natensystemes zugleich mit drei anderen beliebig gegebenen 
Richtungslinien Ä, H, C', die mit den Seiten des Dreiecks 
Winkel bilden, deren negative reciproke Sinus wir bezeich- 
nen mit: 

1 l , l 

sin (AA) ~ X > Bin (BB’> ~~ > sin (CC) “ = (1 ‘ 

Wenn wir nun von einem beliebigen Punkte p, dessen 
Coordinaten seien x, y, eine gerade Linie ziehen parallel der 
Itichtungslinie A' bis zum Schnitt mit der Dreieckseite A 
und die Länge dieser Linie mit a bezeichnen; wenn wir fer- 
ner eine gerade Linie von dem Punkte p ziehen parallel mit 
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der Richtungslinie i?' bis zum Schnitt mit der Dreieckseite 
B und die Länge derselben mit b bezeichnen; wenn wir end- 
lich von dem Punkte p eine gerade Linie ziehen parallel mit 
der Richtungslinie C bis zum Schnitt mit C, deren Länge 
sei c, so haben wir zuerst die Längen der vom Punkte p auf 
die Dreieckseiten gefällten Lothe — A, — B, — C und dar- 
nach die Ausdrücke der Längen der genannten geraden 
Linien : 

a = xA, b = XB, c = yC. 

Diese von dem beliebigen Punkte p und den Seiten des 
Dreiecks begrenzten geraden Linien nennt man Dreieck- 
coordinaten des Punktes und das Dreieck, worauf sie sich 
beziehen, das Coordinatendreieck. 

Aber nicht allein die drei Grössen a, b, c werden Dreieck- 
coordinaten des Punktes p genannt, sondern auch jede drei 
andere Grössen a, b, c, wenn sie den vorigen proportional 
sind. Denn sind die proportionalen Grössen a, b, c gegeben, 
so kann man den Punkt p mit den angegebenen Dreieck- 
coordinaten ebenfalls unzweideutig construiren. 

Die drei letzten Gleichungen, welche die Dreieckcoordi- 
naten eines beliebigen Punktes p durch die rechtwinkligen 
Coordinaten ausdrückeu, werden, wenn man für die recht- 
winkligen Coordinaten die homogenen Coordinaten einführt, 
von der Form: 

a = a°x + ß°y -f- y 0 « 

(1) b = ax + ßy + ye 

c = a"x -f- ß"y -)- y"s 

und die neun Coefficienten in ihnen hängen allein ab von 
der Lage des Coordiuatendreiecks und den Richtungslinien, 
nicht von der Lage des Punktes p. 

Welche Werthe auch die neun Coefficienten in diesen 
Substitutionen haben, dieselben werden immer den Ueber- 
gang von rechtwinkligen Coordinaten zu Dreieckcoordinaten 
eines ganz bestimmten Systemes vermitteln. Die Gleichungen 
der Seiten des Coordinatendreiecks sind nämlich : 

a = 0, b = 0, c — 0. 

Setzt man in diesen Gleichungen z — 1 und bringt sie auf 
die Normalform durch Division mit den Grössen x, X, y, 
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welche sich leicht bestimmen lassen, so hat man die Sinus 
der Winkel, welche die Richtungslinien Ä, ff, C' mit den 
Seiten a, b, c des Coordinatendreiecks bilden: 

sin ( aA ') = — , sin (bff) *= — y , sin (cC') = — ~ 

und damit die Richtungen jener Linien Ä, ff, C selbst. 

Da die Ooefficienteu in den Substitutionen (1) beliebige 
sein sollen, so kann es sich wohl ereignen, dass von den 
drei Grössen x, l, jj eine oder mehrere, abgesehen von dem 
Vorzeichen, kleiner als die Einheit werden. In diesem Falle 
würden die Winkel ( aÄ ), ( bü '), (cC‘) imaginär. Da wir 
aber die Dreieck coordinaten a, b, c in dem Vorhergehenden 
als Grössenverhältnisse definirt haben, so kann man für die- 
selben auch setzen pa, qI, pc, so dass wird: 

sin (aA') — — y , sin (bff) = * , sin (cC) — — ~ • 

Nun liegt es in unserer Macht, durch geeignete Bestim- 
mung des Werthes von p die Winkel (aÄ), (bff), (cC') 
reell werden zu lassen. 

Man ersieht hieraus, dass die Substitutionen (1) das 
Coordinatendreieck zwar unzweideutig bestimmen, dass aber 
durch das unbestimmte p in der Wahl einer Richtungslinie 
ein zwischen bestimmten Grenzen eingesclilossener Spielraum 
offen bleibt. 

Durch Auflösung der angegebenen linearen Substitutio- 
nen (1) erhält man Gleichungen derselben Art: 

x = a 0 a -f- a,6 + or 2 c 

(2) y — ß 0 o -f* ßi& + ßi c 

z = + r 2 c - 

Diese Substitutionen drücken die homogenen Goordinaten 
eines beliebigen Punktes p linear aus durch seine Dreieck- 
coordinaten. 

Die geometrische Bedeutung der neun Coefficienten in 
diesen Gleichungen tritt zu Tage, wenn man den beliebigen 
Punkt p in eine Ecke des Coordinatendreiecks rückt, zum 
Beispiel, wenn er in die Ecke rückt, in welcher sich die Sei- 
ten b — 0 und e — 0 schneiden. Denn setzt man in den 
drei Gleichungen b = 0 und c = 0, so erhält man aus ihnen 
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die homogenen Coordinaten a 0 , ß n , y lt der genannten Ecke 
des Coordinatendreiecks. 

Während also in den ursprünglichen Substitutionen (1) 
die Horizontalcoeffieienten die homogenen Coordinaten der 
Seiten des Coordinatendreiecks darstellen, so drücken in den 
letzteren Substitutionen* (2), die Auflösung der ersten, die 
Verticalcoefficienten die homogenen Coordinaten der Ecken 
des Coordinatendreiecks aus. 

Betrachten wir nun die Gleichung einer beliebigen ge- 
raden Linie: 

ux -f- vy -f- wz = 0, 

deren homogene Coordinaten u, v, w gegeben seien. Die- 
selbe geht durch die Substitutionen (2) über in: 
aa -f- ßb yc = 0, 

indem man hat: 

« = ««« + /V + 

(3) ß = a l u + ß t v + y,w 

y = a.,u -f- ß . v -f- y. 2 w . 

Durch die Substitutionen (2) in die homogene Gleichung 
der geraden Linie bleibt die Gleichung eine homogene lineare 
in Rücksicht auf die Dreieckcoordinaten a, b, c, weil die 
Substitutionen selber linear sind. Dasselbe gilt auch von 
jeder homogenen Gleichung, sei sie die Gleichung eines Li- 
nienpaares, eines Kreises oder einer anderen algebraischen 
Curve; sie ändert ihren Grad nicht. Aber auch umgekehrt 
ändert eine in Dreieckcoordinaten gegebene homogene Glei- 
chung ihren Grad nicht, wenn man für die Dreieckcoordi- 
naten durch (1) Punktcoordinaten einführt. 

Die Auflösung des letzten Systemes Gleichungen (3) nach 
den Unbekannten u, v, w giebt die Substitutionen für homo- 
gene Liniencoordinaten zur Uebertragung in das Dreieck- 
system : 

u = «° a -(- aß -f a"y 

(4) v = ß n a- \- ß’ß + ß"y 

iv — y°a - 1- y'ß -f- y"y, 

wobei wir nicht unerwähnt lassen dürfen, dass in diesem 
Systeme (4) von drei Gleichungen, mit Verwechselung der 
Horizontal- und Verticalreihen, dieselben Coefficienten wieder 

Hesse, analyt. Geometr. <i. Ebene. 2. Aufl. 10 
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auftreten, welche das System (1) enthält, von welchem wir 
ausgingen. Es folgt dieses aus einem bekannten algebraischen 
Satze von der Auflösung linearer Gleichungen. Es sind näm- 
lich (1) die Auflösungen von (2), sowie (4) die Auflösungen 
von (3) sind. Da nun in den aufzulösenden Gleichungen (2) 
und (3) die Horizontalreihen der Coefficienten in dem einen 
Systeme gerade die Verticalreihen in dem anderen sind, so 
trifft dasselbe auch in den aufgelöseten Gleichungen (1) und 
(4) zu. Aber auch durch direkte Auflösung der Gleichungen 
(2) und (3) wird man sich davon überzeugen können, freilich 
nicht ohne zu rechnen. 

Die Coefficienten u, ß, y von o, b, c in der transformir- 
ten Gleichung der betrachteten geraden Linie heissen die 
Coordinaten der geraden Linie in dem Dreieck- 
system. Die beiden letzten Systeme von Gleichungen (3) 
und (4) sind die Transformationsformeln, durch welche sich 
die zuletzt genannten durch die gegebenen Coordinaten der 
geraden Linie in dem rechtwinkligen Systeme oder die Coor- 
dinaten der geraden Linie in dem rechtwinkligen Systeme 
sich durch die Coordinaten derselben in dem Dreiecksystem 
ausdrücken lassen. 

Betrachten wir die Gleichung eines beliebigen Punktes 
in dem rechtwinkligen Coordinatensystem: 

xu yv zw = 0, 

dessen homogene Coordinaten x, y, z gegeben seien, so geht 
dieselbe durch die Substitutionen der Werthe (4) der Varia- 
belen «, v, w über in die Punktgleichung des Dreieck- 
systemes: 

ua -f- ßb -f- yc = 0, 

indem die Constanten a, b, c gerade die Bedeutung haben, 
die ihnen das System (1) an weiset. 

Es sind demnach die Coefficienten der Variabe- 
len in einer Punktgleichung des Dreiecksystemes die 
Coordinaten des Punktes in diesem Systeme, ebenso 
wie die Coefficienten der Variabelen in der Glei- 
chung einer geraden Linie des Dreiecksystemes 
die Coordinaten der geraden Linie in dem Systeme 
sind. 
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Man wird sich mit Vortheil des Dreieckcoordinaten- 
Systemes bedienen, wenn man das Coordinatendreieck als 
einen Theil der Figur einführen kann, die betrachtet werden 
soll. Wir werden dieses an Beispielen erläutern. 

Es soll die allgemeine Form der Gleichungen 
von drei Linienpaaren aa, ßßi, yy' gefunden werden, 
die sich in drei Punkten schneiden, welche in einer 
und derselben geraden Linie r" liegen. 


Wir nehmen die geraden Linien a, ß, y als die Seiten 
des Coordinatendreiecks , deren Gleichungen in homogenen 
rechtwinkligen Coordinaten seien: 


(5) «-0, 0 = 0, y — 0. 


Alsdann ist nach dem Vorhergehenden die Gleichung 
irgend einer geraden Linie, also auch der geraden Linie r" 
von der Form: 


(G) 


r"== -+*-+ y =0. 

<*.» ‘ «» ' «„i 


Verändern wir in dieser Gleichung den Coefficieuten -- 

° a.t 

in - a — , indem wir unter a u0 eine beliebige Grösse ver- 
«01 «20 

stehen, so erhalten wir die Gleichungen aller geraden Linien, 
welche in dem Schnittpunkte der Linien a und r" Zusammen- 
kommen. Es werden also durch die Gleichungen: 


u + J- + = 0 

«Ol «80 «20 «01 


( 7 ) 


— + 
«!» ' 

~ + 


ß 4- y~ = o 

o„a 0 , r 1 a m 

ß -f J^SL-y = 0 

Jj« O|<Ol0 


alle geraden Linien ausgedrückt, welche sich um die drei 
Schnittpunkte der geraden Linie r" mit den drei anderen 
a, ß, y beliebig drehen, wenn a 00 , o,„ a Tl beliebige Grössen 
bedeuten. 


Bezeichnen wir nun die linken Theile dieser Gleichungen 


respective mit: > 


Iß’ 

a n °ot ’ 


PI 

a n a t> ’ 


oder setzen kürzer: 
io* . 
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*) *«'== a 00 a + a 0i ß -f a 02 y 

(8) Aß' = a l0 u -j- «nß + «nP 

M = «20« + «21 ß + «22 y f 

so sind, vorausgesetzt, dass o 12 = o 21 , a 20 = a 02 , o 01 = o 10 , 
welche Voraussetzung wir immer machen werden, wo wir sie 
nicht ausdrücklich aufheben, die identischen Gleichungen (8) 
die Bedingungen für die gesuchten Linienpaare: 

« = 0, ß = 0, y=0, 

{) «'=0, ß'=0, y’ = 0. 

Wir drücken dasselbe nur weitläuftiger aus, wenn wir 
sagen, dass die neun Coefficienten der Variabelen in 
den Gleichungen (8) sich so bestimmen lassen müs- 
sen, dass den Gleichungen identisch genügt wird, 
wenn die Gleichungen (9) Linienpaare darstellen, 
welche sich in drei Punkten s'chneiden, die auf einer 
geraden Linie r" liegen. 

Um den Bedingungsgleichungen (8) eine einfachere Ge- 
stalt zu geben, führen wir für die Variabelen a, ß . . . 

die Variabelen a, b . . a . . ein, indem wir setzen: 

«01 «02 « 00 « 12 == ^ 12 > «10 «12 «11 «20 ^ 20 > « 20«21 « 22 « 0 ! = ^01 > 
«12 0*0 <*„, «|2 a !0 a 0 i ^ a «12 «20 «01 „ .. 

(10) — —ST~ ■ 6 U i c = r> 


g it «to «ui a > — 


«11 «to «01 

«JO 


V = kß\ 


fl-lt ff* j «01 J r 

- - c = ay , 

a ü1 


Dadurch geht die Gleichung (6) der geraden Linie, in welcher 
sich die drei Linienpaare: 


( 11 ) 


o = 0, 6 = 0, c = 0, 

d— 0, V — 0, c — 0 


•) Wir machen auf die elegante Form der Bedingungsgleichungen 
(8) aufmerksam für drei Linienpaare (9), die sich in drei Punkten auf 
einer geraden Linie schneiden, oder dass die drei Verbindungslinien 
dreier Punktepaare (9) sich in einem und demselben Punkte schneiden. 
Die rechten Theile dieser identischen Gleichungen (8) stellen sich näm- 
lich als die halben partiellen Differentialquotienten einer und derselben 
homogenen Function der zweiten Ordnung dar: 
f(a, ß, y) = «„,«* + a„ß* + «„y* -f- 2 a„ ßy + 2 o*, y a -f- 2 « 01 aß, 
so dass unter der angegebenen Bezeichnung die identischen Gleichun- 
gen (8) sich kürzer so darstellen lassen: 
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schneiden, über in: 

(12) . r"= a 12 a 20 a 01 r -f — ( ^-} = 0, 

V ' 12 20 - #l l a»K 1 «vlM ’ 

während die identischen Gleichungen (8) die Gestalt erhalten : 

a — a r" 

(13) b — b~r" 

c — c — r". 


Wir ersehen hieraus, dass, wenn drei Linienpaare 
sich in drei Punkten schneiden, welche auf einer 
geraden Linie >"=0 liegen, die Gleichungen der 
drei Linienpaare durch Multiplication mit ganz be- 
stimmten Factoren in eine solche Form (11) gebracht 
werden können, dass man identisch hat (13) und 
umgekehrt, dass sich drei Linienpaare (11) in drei 
Punkten schneiden, welche auf einer geraden Linie 
r" — 0 liegen, wenn die identischen Gleichungen 
(13) stattfinden. 

Es leuchtet dieses auch von selbst ein. Denn wenn: 


.4 = 0, ß = 0, C = 0, 

A'= 0, H= 0, C"=0 

die Gleichungen der drei Linienpaare sind, welche sich in 
einer beliebig gegebenen geraden Linie r"~ 0 schneiden, so 
müssen sich solche sechs constante Factoren x X . . x . .. be- 
stimmen lassen, dass man identisch hat: 

xA - x'A'^zr", XB — X'ff = r", pC — (i’C’= r" . 
Setzt man nun: 

xA=sa, X B = b, (*C = c, 
xä^l a, X ’Bf = V, p'C '= c, 

so hat man sowohl jene Gleichungen (11) als die identischen 
Gleichungen (13). 

Es soll die allgemeine Form der Gleichungen 
von drei Punktepaaren aa, ßß', yy gefunden wer- 
den, deren drei Verbindungslinien sich in einem und 
demselben Punkte r" schneiden. 


Wir wählen die Punkte aßy als die Ecken eines Coor- 
dinatendreiecks , deren Gleichungen in homogenen Linien- 
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coordinaten seien (5). In dieser Voraussetzung stellt die Glei- 
chung (6) jeden beliebigen Punkt dar, also auch den Punkt r". 

Verändern wir in dieser Gleichung (6) — in — — , oder 
— in oder — in - a ” , indem wir unter « on a~~ 

o «it^io a n a ») 

beliebige Grössen verstehen, so erhalten wir die Gleichungen 
(7) von irgend drei Punkten, die respective auf den drei 
geraden Linien («r"), (ßr"), (yr") beliebig liegen. Diese 
Gleichungen (7) und die Gleichungen (5) stellen also irgend 
drei Punktepaare dar, deren Verbindungslinien sich in dem- 
selben Punkte r schneiden. 

Verfolgen wir nun die in dem Vorhergehenden mit den 
Gleichungen (7) vorgenommenen Operationen in der verän- 
derten Bedeutung, so kommen wir zu dem Schluss: 

Wenn die Gleichungen (9) drei Punktepaare dar- 
stellen sollen, deren drei Verbindungslinien sich in 
einem und demselben Punkte r" schneiden, so müs- 
sen sich in den Gleichungen (#) die neun G’oeffi- 
cienten der Variabelen so bestimmen lassen, dass 
diesen Gleichungen identisch genügt wird. 

Wir specialisiren endlich diesen Satz dahin, dass wir 
sagen: 

Wenn die drei Verbindungslinien von drei 
Punktepaaren sich in einem und demselben Punkte 
r" schneiden, so lassen sich die Gleichungen der 
drei Punktepaare durch Multiplication mit be- 
stimmten Factoren auf die Form (11) bringen, so 
dass man die identischen Gleichungen (13) hat; und 
umgekehrt sind die identischen Gleichungen (13) 
das Criterium für drei Punktepaare (11), deren drei 
Verbindungslinien sich in einem und demselben 
Punkte schneiden. 

Es seien a — 0, 6 = 0, c = 0 die Gleichungen 
der Seiten eines beliebigen Coordiuatendreiecks und 
Aa — {— J5 2» — j— Cc « 0 

mit gegebenen Coefficienten die Gleichung einer 
beliebigen geraden Linie in Dreieckcoordinaten 
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a, b, c. Es sollen die Gleichungen der Schnitt- 
punkte der geraden Linie und der Seiten des Drei- 
ecks in Liniencoordinaten a, ß, y des Dreiecksyste- 
mes gefunden werden. 

Die Dreieckcoordinaten des Schnittpunktes der geraden 
Linie und der Dreieckseite a — 0 ergeben sich aus den beiden 
Gleichungen : 

Aa -f- Bb -j- Cc = 0, a = 0 
nämlich, da nur ihre Verhältnisse in Betracht kommen: 


a — 0, b = 


c = 


C 


Multipliciren wir dieselben respective mit den Linien- 
coordinaten n, ß, y des Dreiecksystemes und setzen, nach 
bekannter Regel, die Summe der Produkte gleich 0, so er- 
halten wir die Gleichung des gesuchten Schnittpunktes: 

L _ JL = 0 
B C 

Es sind demnach die in der Aufgabe geforderten Glei- 
chungen der Schnittpunkte der geraden Linie und der Seiten 
des Dreiecks: 

JL_ X == o J. — = 0 — £- = 0 

B C u ’ C A A B 

Es seien a = 0, ß = 0, y — 0 die Gleichungen der 
Ecken eines beliebigen Coordinatendreiecks und 

An -f- Bß -(- Cy = 0 

mit gegebenen Coefficienten A, B, C die Gleichung 
eines beliebigen Punktes in Dreieckcoordinaten 
a, ß, y. Es sollen die Gleichungen der geraden 
Linien in Punktcoordinaten a, b, c des Dreieck- 
systemes gefunden werden, welche den Punkt mit 
den Ecken des Dreiecks verbinden. 


gäbe: 


Die folgenden Gleichungen sind die Auflösung der Auf- 


b_ 

B 


e 
1 C 


o c — n a ^ n 

u, - ü -_ T _u, -j — -g- _ u. 


Für die Anwendungen geben wir die gefundenen Resul- 
tate als Regeln wieder: 
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Man erhält aus der Glei- 
chung einer geraden Linie 
in Dreieckcoordinaten a, 
b, c die Gleichungen der 
Schnittpunkte dergeraden 
Linie und der Seiten des 
Coordinaten dreiecks in 
Liniencoordinaten cc, ß, y 
des Systenies, wenn man 
in der Gleichung nach 
einander für a, b, c setzt: 


a= 

0, 

b= 

l 

ß ’ 

c=*~ 

1 

y 

a— 

1 

b= 

0, 

c— 

l 


a 7 




y 

a = 

1 

a 9 

b= 

l 

~T’ 

c= 

0. 


Man erhält aws der Glei- 
chung eines Punktes in 
Dreieckcoordinaten cc, ß, y 
die Gleichungen der gera- 
den Linien, welche den 
Punkt mit den Ecken des 
Coordinatendreieeks ver- 
binden in Punktcoordina- 
ten a, b, c des Systemes, 
wennman in der Glei- 
chung nach einander für 
cc, ß, y setzt: 

«= o,ß^= , y=-j 

a= =-i> ^ °>'y = c - 
«- ±rP—T> y- ü - 


Zwölfte Vorlesung. 

Das Fascalsche und das Brianchonsche Sechseck. 

Ein jedes Sechseck hat drei Paare gegenüberliegender 
Seiten. Die erste und vierte, die zweite und fünfte, die dritte 
und sechste Seite liegen einander gegenüber. Ebenso hat 
jedes Sechseck drei Paare gegenüberliegender Ecken. 

Wenn in einem Sechsecke die gegenüberliegenden Seiten 
oder ihre Verlängerungen sich paarweise in drei Punkten 
schneiden, welche auf einer geraden Linie liegen, so heisst 
das Sechseck ein Pascalsches Sechseck. 

Wenn in einem Sechseck die drei Diagonalen, welche 
die gegenüberliegenden Ecken des Sechsecks paarweise ver- 
binden, oder ihre Verlängerungen sich in einem Punkte schnei- 
den, so heisst das Sechseck ein Brianchonsches Sechseck. 

Eigenschaften der genannten Figuren analytisch zu ent- 
wickeln, wird der Zweck dieser Vorlesung sein. 
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Wenn wir annehmen, dass die Gleichungen der gegen- 
überliegenden Seiten eines Pascalschen Sechsecks seien: 

« = 0 , 0 = 0 , y = 0, 

«'=0, 0'=O, /= 0, 

so müssen sich nach den Auseinandersetzungen am Ende der 
vorhergehenden Vorlesung neun Coefticienten der Art bestim- 
men lassen, dass man identisch hat: 

*«=««0“ + «010 + «02P 
A0'= «| # a + n u ß -f a l} y 

py = «2o« + «2i0 + «2 2 r- 

Aus diesen Bedingungen für das Pascalsche Sechseck 
leiten wir nun durch Elimination von einer der Variabelen 
cc, ß, y aus zwei Gleichungen mit Rücksicht auf die Be- 
zeichnung (10) der vorhergehenden Vorlesung die identischen 
Gleichungen ab: 

«20 ^ «10 PV bjnß 

«oi py' «2i*«'= &oiy — ^21« 

a n xu — o O2 A0’ = b n a — b 02 ß. 

Diese identischen Gleichungen lassen die doppelte Zu- 
sammensetzung der Gleichungen: 

a 2l) Aß'—a i0 (iy'= 0, a ol ny' — a 21 x«'= 0, «„*«’- a 0J A0'= 0 

von drei geraden Linien erkennen, welche deshalb in der be- 
schriebenen Figur leicht construirt werden können. Die erste 
gerade Linie verbindet nämlich den Schnittpunkt der geraden 
Linien ß'y mit dem Schnittpunkte der geraden Linien ß y 
und so weiter. 

Diese drei Verbindungslinien schneiden sich 
in einem und demselben Punkte, weil die Summe ihrer 
Gleichungen identisch 0 giebt. Sie verbinden die entsprechen- 
den Ecken zweier Dreiecke, von welchen das eine aus den 
geraden, das andere aus den gegenüberliegenden ungeraden 
Seiten des Pascalschen Sechsecks besteht. 

Stellen dagegen die oben angegebenen drei Gleichungen- 
paare drei Punktepaare dar, die wir als die gegenüberliegen- 
den Ecken eines Sechsecks betrachten wollen, so sind die 
darauf folgenden identischen Gleichungen die Bedingungen 
für ein Brianchonsches Sechseck. Die drei geraden und die 
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drei gegenüberliegenden ungeraden Ecken des Sechsecks bil- 
den die Ecken zweier Dreiecke, deren entsprechende Seiten 
sich in drei Punkten schneiden. Diese Schnittpunkte werden 
analytisch durch die zuletzt angegebenen drei Gleichungen 
dargestellt, wie aus den umgeformten identischen Gleichungen 
ersichtlich ist. Sie liegen auf einer geraden Linie, 
weil die Summe ihrer Gleichungen identisch 0 giebt. 

Die Resultate der geführten Untersuchung fassen wir 
kurz zusammen in den beiden Sätzen: 


Wenn man in einem 
Pascalschen Sechsecke die 
geraden Seiten als die Sei- 
ten eines Dreiecks und die 
gegenüberliegenden unge- 
raden Seiten als die ent- 
sprechenden Seiten eines 
zweiten Dreiecks betrach- 
tet, so schneiden sich die 
drei geraden Linien, wel- 
che die entsprechenden 
Ecken der beiden Drei- 
ecke paarweise verbinden, 
in einem und demselben 
Punkte. 


Wenn man in einem 
Brianchons chenSechsecke 
die geraden Ecken als die 
Ecken eines Dreiecks und 
die gegenüberliegenden 
ungeraden Ecken als die 
entsprechenden Ecken ei- 
nes zweiten Dreiecks be- 
trachtet, so schneiden sich 
die entsprechenden Seiten 
der beiden Dreiecke paar- 
weise in drei Punkten, 
welche auf einer und der- 
selben geraden Linie lie- 
gen. 


Diese geometrischen Sätze gingen aus der doppelten Inter- 
pretation derselben analytischen Gleichungen hervor. Wie in 
dem vorliegenden Falle, so werden alle analytischen Formeln 
in dieser Vorlesung einer gleichen doppelten geometrischen 
Interpretation fähig sein und jedem aus ihnen gezogenen geo- 
metrischen Satze wird ein anderer entsprechen. Wir werden 
die entsprechenden Sätze neben einander stellen, jedoch nui; 
den einen Satz wirklich beweisen. Der Beweis des neben 
stehenden Satzes ergiebt sich dann nach dem Vorhergehenden 
von selbst. 

Wir verzichten auch darauf, Figuren zu zeichnen, welche 
die Sätze veranschaulichen sollen. Die vielen Linien in ihnen 
würden ein weniger verständliches Bild der Sätze geben, als 
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welches man aus ihren Gleichungen abuehmen kann. Das 
letztere ist scharf, das andere nur unvollkommen. 

Zum Beweise der angegebenen beiden Sätze bedarf es 
nicht des grossen Apparates, den wir aufgewendet haben. 
Einfacher kommen wir zum Ziele, wenn wir uns aus der 
vorhergehenden Vorlesung daran erinnern, dass die Glei- 
chungen der gegenüberliegenden Seiten eines in der gegen- 
wärtigen Vorlesung definirten Pascalschen Sechsecks sich 
durch solche Gleichungen ausdrücken: 
m a — 0, b — 0, c — 0 

W a = 0, b'— 0, c — 0, 

dass man identisch hat: 

a — a = r" 

(2) b — b' = r" 

c — c = r", 

und dass r"— 0 die Gleichung der geraden Linie ist, in wel- 
cher die gegenüberliegenden Seiten des Pascalschen Sechsecks 
sich paarweise schneiden. Zugleich wollen wir zur Anwen- 
dung im Folgenden bemerken, wenn wir identische Gleichun- 
gen von der Form (2) auftreten sehen, dass wir vergewissert 
sein können, dass die Gleichungen (1) die gegenüberliegenden 
Seiten eines Pascalschen Sechsecks analytisch ausdrücken. 

Wenn wir nun drei Symbole p definiren als lineare Aus- 
drücke der variabelen Coordinaten eines beliebigen Punktes 
durch die identischen Gleichungen: 

(3) . . . b — c = p, c — n = p', n — b = p", 

so haben wir auf Grund der identischen Gleichungen (2): 

Ö ~ C p j 0 ■ CI , .. . p j (l ~~~ 0 p f 

woraus folgt, dass die Gleichungen: 

0 = 0, p'=0, 0 "= 0 

die geraden Linien darstellen, welche die in dem ersten 
Satze genannten entsprechenden Ecken der beiden Dreiecke 
verbinden. Da aber nach (3) identisch ist: 

(4) 0 + 0 + q"= 0, 

so schneiden sich die drei geraden Linien p in einem und 
demselben Punkte. 
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Von den bewiesenen Sätzen ist jeder die Umkehrung des 
anderen. Es tritt diese Behauptung besser zu Tage, wenn 
wir sie ausdrücken wie folgt: 

Wenn die Seiten zweier Wenn zwei Dreiecke drei 
Dreiecke sich paarweise in geraden Linien einbe- 
drei Punkten schneiden, schrieben sind, welche von 
welche auf einer geraden demselben Punkte aus- 
Linie liegen, so schneiden gehen, so schneiden sich 
sich die drei Vei binduugs- die entsprechenden Seiten 
linien der entsprechenden der Dreiecke in drei Punk- 
Ecken der Dreiecke in ten, welche auf einer und 
einem und demselben derselben geraden Linie 
Punkte. liegen. 

Um noch einen anderen Beweis des letzten Satzes zu 
führen, nehmen wir an, dass p = 0, p'=0, p"= 0 die 
Gleichungen der drei von einem Punkte ausgehenden geraden 
Linien seien. Da sich die Linien in einem Punkte schnei- 
den, so muss die Summe der drei Gleichungen identisch 0 
ergeben, nachdem jede vorher mit einem zu bestimmenden 
Factor multiplicirt worden. Nehmen wir aber an, dass von 
jenen Gleichungen jede schon den zu bestimmenden Factor 
habe, so ist die identische Gleichung (4) die Bedingung der 
Figur. Nehmen wir ferner an, dass A =0, B = 0, C= 0 
die Gleichungen des einen der Figur einbeschriebenen Drei- 
ecks seien , so müssen sich sechs Factoren aß..«'., finden 
lassen, dass man identisch hat: 

ß B — y'C = p, yC — a A ~ p', aA. — ß'B s q ". 

Addirt man diese Gleichungen, so erhält man auf Grund 
von (4) die identische Gleichung: 

(« -«')A + (ß- ß') B + (y - y) 0 = 0, 

eine Gleichung, welche ausdrücken würde, dass die drei Seiten 
des Dreiecks sich in einem und demselben Punkte schneiden. 
Da dieses aber gegen die Voraussetzung ist, so muss die 
Gleichung dadurch eine identische sein, dass a = a, ß — ß', 
7 = V- 

Setzen wir nun aA — a , ßB — b, yC=c, so haben 
wir die Gleichungen o — 0, 6 = 0, c = 0 der Seiten des 
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einbeschriebenen Dreiecks und neben (4) noch die Bedingun- 
gen der Figur: 

b — c ~ q, c — a = g, a — b~ q" . 

Die Gleichungen a — 0, V — 0, c = 0 der Seiten des 
zweiten einbeschriebenen Dreiecks können wir nun gleich 
solche Factoreu enthalten lassen, dass man hat: 

b — c = q , c — a = q, a — u — q . 

Definiren wir endlich das Symbol r" durch die identische 
Gleichung a — a = r", so folgen aus den letzten sechs iden- 
tischen Gleichungen die identischen Gleichungen (2), welche 
eben ausdrücken, dass die entsprechenden Seiten der beiden 
Dreiecke sich paarweise in drei Punkten schneiden, welche 
auf derselben geraden Linie r’= 0 liegen. 

Wir kehren zurück zu dem Pascalschen Sechsecke, dessen 
Seiten durch die Gleichungen (1) ausgedrückt wurden unter 
den Bedingungen (2). Um die drei Diagonalen des Sechs- 
ecks analytisch auszudrücken, welche die gegenüberliegenden 
Ecken paarweise verbinden, definiren wir die drei Symbole 
a", b", c durch die identischen Gleichungen: 

(5) a"+ b + c— 0, a + &' + c" = 0, a'+ ü>"+ c = 0, 
aus welchen mit Zuziehung von (2) die identischen Gleichun- 
gen folgen: 

(6) «"+&'+ c = 0, o -f b"+ c = 0, a'+& + c"= 0. 

Die hierdurch dargelegte doppelte Zusammensetzung der 

neu eingeführten Symbole aus den alten beweiset, dass: 

(7) a — 0, 6"= 0, c"= 0 

die Gleichungen der drei Diagonalen des Pascalschen Sechs- 
ecks sind. 

Definiren wir endlich zwei Symbole r und r' durch die 
identischen Gleichungen : 

a — a" zz r, a — a = r, 
so haben wir unter Berücksichtigung von (5) und (6): 


a' — n" = r, a " — a = r, 

(8) b'—V'—r, b"~-b = r', 

c — c" =: r, c " — c = r , 
und aus (8) und (2) folgt: 

(9) r + r'+ r"=0. 
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Die identischen Gleichungen (8) lassen erkennen, dass 
in der durch die drei Diagonalen des Fascalschen Sechsecks 
erweiterten Figur mit Ausnahme des Pasealscheu Sechsecks, 
von dem wir ausgingen, noch zwei Pascalsche Sechsecke vor- 
liegen und die identische Gleichung (9) beweiset, dass ge- 
wisse drei durch die drei Pasealscheu Sechsecke bestimmte 
gerade Linien sich in einem Punkte schneiden. 

Um diese, aus den aufgestellten Gleichungen abzuneh- 
menden, Sätze bequemer auszudrücken, lassen wir die Defi- 
nitionen vorausgehen: Wir nennen eine Pascalsche Linie 
diejenige gerade Linie, in welcher sich die gegenüberliegen- 
den Seiten* des Pascalscheu Sechsecks schneiden; der Brian- 
chousche Punkt eines Brian chonschen Sechsecks soll der 
Punkt sein, in welchem sich die drei Diagonalen des Sechs- 
ecks schneiden. Hiernach haben wir nun die Sätze: 


Wenn man in einem 
gegebenen Pascalschen 
Sechsecke die drei Dia- 
gonalen zieht, welche die 
gegenüberliegenden Ecken 
verbinden, so bilden die 
geraden Seiten und die 
Diagonalen ein zweites 
Pascalsches Sechseck mit 
denselben Ecken als das 
gegebene, ebenso die un- 
geraden Seiten und die 
Diagonalen ein drittes 
Pascalsches Sechseck mit 
denselben Ecken. Die die- 
sen drei Sechsecken zu- 
gehörigen Pascalschen Li- 
nien schneiden sich in 
einem und demselben 
Punkte. 


Wenn man in einem ge- 
gebenen Brianchonschen 
Sechsecke die drei Punkte 
fixirt, in welchen sich die 
gegenüberliegenden Sei- 
ten des Sechsecks schnei- 
den, so bilden die geraden 
Ecken und die drei fixir- 
ten Punkte die Ecken ei- 
nes zweiten Brianchon- 
schen Sechsecks mit den- 
selben Seiten als das ge- 
gebene, ebenso die unge- 
raden Ecken und die fixir- 
ten Punkte die Ecken ei- 
nes dritten Brianchon- 
schen Sechsecks mit den- 
selben Seiten. Die diesen 
drei Brianchonschen 
Sechsecken zugehörigen 
Brianchonschen Punkte 
liegen auf einer und der- 
selben geraden Linie. 
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Wenn man die auf einander folgenden Ecken des ge- 
gebenen Pascalschen Sechsecks mit den Zahlen bezeichnet 
1 2 3 45 6, wie in der nachfolgenden Figur 13, so hat man 
die drei Sechsecke, von welchen der Satz handelt: 

12345 6, 16325 4, 14365 2. 

Sie entsprechen der Reihe nach den Pascalschen Linien 
r", r, r. 

Man bemerkt, dass die ungeradeu Ecken in jedem dieser 
Sechsecke dieselben sind 13 5. Die ihnen gegenüberliegenden 
geraden Ecken sind auch dieselben 4 6 2, nur in veränderter 
Ordnung. Um diese Anordnung besser hervortreten zu lassen, 
bezeichnen wir jene drei Sechsecke symbolisch durch Brüche, 
deren Zähler die ungeraden Ecken, deren Nenner die ihnen 
gegenüberliegenden geraden Ecken enthalten: 

rim i_3 5 136 135 

462 ’ 246 ’ 624 ' 

Diese Symbole für die drei Sechsecke entstehen aus ein- 
ander durch cyclische Vertauschung der drei Zahlen des Nen- 
ners und kehren wieder in sich zurück. Dieselben drei Sechs- 
ecke würden aber auch durch die Symbole ausgedrückt wer- 
den, welche aus einem der Symbole durch cyclische Vertau- 
schung der Zahlen des Zählers hervorgehen oder wenn man 
für die angegebenen Brüche die reciproken Brüche nehme. 

Wenn man in einem der angegebenen Brüche alle sechs 
Combinationen der drei Zahlen des Nenners macht, so ent- 
stehen ausser den angegebenen noch die Symbole für drei 
Sechsecke, welche durch cyclische Vertauschung der Zahlen 
des Nenners wieder in einander übergehen: 
m\ i_ 3 J> 135 

642 ’ 426 ’ 264 ' 

Von diesen drei Sechsecken wird der nachfolgende . Satz 
handeln. Hier bemerken wir nun, dass wir nur von einem 
der drei Sechsecke nachzuweisen brauchen, dass es ein Pascal- 
sches Sechseck ist, um zu wissen, dass alle drei Pascalsche 
Sechsecke sind und dass ihre Pascalschen Linien sich in einem 
und demselben Punkte schneiden. 

Um auf die zuletzt genannten drei Sechsecke zu kom- 
men, definiren wir die drei Symbole p durch die identischen 
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Gleichungen (3). Aus ihnen und den identischen Gleichun- 
gen (5) und (6) folgen dann die identischen Gleichungen: 


c = p, 

c 

— a—Q, 

a — 

b = 

9 ", 

,11 

'O 

e' 

— a zr: q, 

a — 

b'~ 

rt 

9 > 

« 

« = 9, 

c" 

1 

ö, 

|j 

n 

a — 

b"— 

ff 

9 ; 


und daraus: 

(13) rt-P + ?"=o. 

Man sieht, dass hier wieder Pascalsche Sechsecke vor- 
liegen, deren Seiten sind sechs von den neun geraden Linien 
— den sechs Seiten des gegebenen Pascalschen Sechsecks 
und dessen drei Diagonalen. — Es sind dieses die Sechsecke 
(11). Die identische Gleichung (13) beweiset, dass die drei, 
diesen Sechsecken zugehörigen, Pascalschen Linien q", q', q 
sich in einem und demselben Punkte schneiden. Im An- 
schluss an die vorhergehenden Sätze können wir deshalb 
sagen : 


Wenn man in einem 
gegebenen Pascalschen 
Sechsecke die drei Dia- 
gonalen zieht, welche die 
gegenüberliegend en Ecken 
verbinden, so lassen sich 
aus den neun geraden Li- 
nien derEigur sechs Sechs- 
ecke bilden, deren Ecken 
mit den Ecken des gegebe- 
nen Sechsecks zusammen- 
fallen. Diese sechs Sechs- 
ecke sin dPascalsc he Sechs- 
ecke, und von den ihnen zu- 
gehörigen Pascalschen Li- 
nien schneiden sich drei 
Linien r in einem Punkte, 
die drei anderen q wieder 
in einem Punkte. 


Wenn man in einem 
Brianchonschen Sechsecke 
die drei Punkte fixirt, in 
welchen sich die gegen- 
überliegenden Seiten 
schneiden, so bilden die 
sechs Ecken und die drei 
fixirten Punkte combinirt 
zu sechs die Ecken von 
sechs Sechsecken, deren 
Seiten mit den Seiten des 
gegebenen Sechsecks zu- 
sammenfallen. Diese sechs 
Sechsecke sind Brianchon- 
sche Sechsecke und von 
den ihnen zugehörigen 
Brianchonschen Punkten 
liegen drei Punkte r auf 
einer geraden Linie, die 
drei anderen q auf einer 
zweiten geraden Linie. 
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Die Punkte, in welchen sich die drei Pascalschen Linien 
r, oder die drei Pascalschen Linien p schneiden , heissen 
Steinersche Punkte nach dem Entdecker. Wir werden 
später auf die Lage dieser Punkte näher eingehen. 

Wir bereiten nur eine spätere Ausdehnung der angege- 
benen Sätze vor, wenn wir dieselben wie folgt aussprecheu, 
ausgehend von dem Pascalschen oder ßriauchonschen Sechs- 
ecke und mif der geometrischen Interpretation der identischen 
Gleichungen (12) und (13) den Anfang machen. 


Die geraden Seiten, die 
ungeraden Seiten und die 
drei llauptdiagon alen ei- 
nes Pascalschen Sechs- 
eckes bilden drei Dreiecke, 
welche dreien geraden Li- 
nien p einbeschrieben sind, 
die von einem und dem- 
selben Punkte ausgehen. 
Die entsprechenden Sei- 
ten je zweier von diesen 
Dreiecken schneiden sich 
paarweise in einer geraden 
Linie r, und die drei ge- 
raden Linien r schneiden 
sich wieder in einem und 
demselben Puukte. 


Wenn man in einem 
ßriauchonschen Sechsecke 
die drei Punkte fixirt, in 
welchen sich die gegen- 
überliegenden Seiteu des 
Sechsecks schneiden, so 
bilden die geraden Ecken 
des Sechsecks, die unge- 
raden und die drei fixir- 
ten Punkte die Ecken von 
drei Dreiecken. D i e e n t - 
sprechenden Seiten der 
drei Dreiecke schneiden 
sich in einem Punkte p, und 
die drei Punkte p liegen auf 
einer geraden Linie. Die 
Verbindungslinien der 
entsprechenden Ecken je 
zweier Dreiecke schneiden 
sich in einem Punkte r und 
die drei Punkte r liegen 
wieder auf einer und der- 
selben geraden Linie. 


Tn jedem der genannten beiden Steinerschen Punkte 
schneiden sich drei Pascalsehe Linien, in dem ersten die 
drei Linien r, in dem anderen die drei Linien p. Wir cou- 
struiren nun zu jeder Pascalschen Linie r, indem wir die 
beiden anderen als ein Paar betrachten, die ihr zugehörige 
vierte harmonische Linie. Auf gleiche Weise construiren 

Hesse, aualyt. Geometr. d. Ebene. 2. Aufl. 11 
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wir die drei vierten harmonischen Linien zu den drei Paseal- 
schen Linien p. 

Uni ihre Gleichungen aufzustellen, definiren wir die drei 
Symbole II und die drei Symbole P durch die identischen 
Gleichungen: 



Alsdann erhält inan die Gleichungen der eonstruirten vierten 
harmonischen Linien, wenn man die eingeführten Symbole 
einzeln gleich 0 setzt: 11 = 0, It 0, ... P"= 0 . Denn 
es ist r " — r = 0 die vierte harmonische Linie zur Linie r, 
deren Gleichung auf Grund von (9) sich so darstellt r"-\- r 
= 0. Und so weiter. 

Aus diesen identischen Gleichungen (14) und den frühe- 
ren (2), (5), (6), (8) und (12) gehen auf die einfachste Weise 
folgende hervor: 

It + P 3 (i, H'+ P = 3 a, 1T+P-3 a", 
(15).. ll+F-3b, P'-fP'=3h', iT+P'==3&", 
11 + P"~ 3 c, K -f P "= 3 c, P"+ P"= 3 c". 

Diese Zusammensetzung der Symbole für die Seiten und 
Diagonalen des gegebenen Pascalschen Sechseckes aus den 
in (14) eingeführten Symbolen beweiset den Satz: 

Die drei vierten harmonischen Linien zu den drei 
Pascalschen Linien r schneiden die drei vierten har- 
monischen Linien zu den drei Pascalschen Linien p in 
neun Punkten, welche auf den Seiten und den Diago- 
nalen des gegebenen Pascalschen Sechsecks liegen. 

Es beweisen ferner jene Gleichungen (15), dass ausser 
den genannten sechs Pascalschen Sechsecken (10) und (11) 
in der weiter ausgeführten Figur noch andere Pascalsche 
Sechsecke vorliegen, auf welche wir jedoch nicht weiter ein- 
gehen werden. 

Die beschriebene Figur hat bereits eine solche Ausdeh- 
nung gewonnen, dass sie sich in einer Zeichnung schwer ver- 
folgen lässt. Wir kehren deshalb zu dem Pascalschen Sechs- 
ecke zurück, von welchem wir ausgingen und dessen analy- 


Digitized by Google 


Das Pascalsche und das Brianchonsche Sechseck. 


103 


tischen Ausdruck wir in (1) und (2) gegeben haben. Wir 
beabsichtigen an dieser Figur noch eine Bemerkung zu 
machen, deren Bedeutung an dieser Stelle sich allerdings 
nicht recht würdigen lässt; wir machen sie aber, um uns 
künftig darauf berufen zu können. 

Wir definiren zu diesem Zwecke einen Kegelschnitt 
als den geometrischen Ort eines Punktes, dessen Coordinaten 
einer gegebenen Gleichung des zweiten Grades, der Gleichung 
des Kegelschnittes, genügen, wie wir die geraden Linien als 
den geometrischen Ort eines Punktes definirt haben, dessen 
Coordinaten einer gegebenen Gleichung des ersten Grades 
genügen. Ob ein gegebener Punkt in einem durch seine 
Gleichung gegebenen Kegelschnitt liege, erfahren wir dem- 
nach, wenn wir Zusehen, ob die Coordinaten des Punktes der 
Gleichung des Kegelschnittes genügen. Unter gewissen Vor- 
aussetzungen wird der Kegelschnitt ein Linienpaar, unter 
anderen Voraussetzungen ein Kreis, denn beide werden, wie 
wir gesehen haben, durch Gleichungen des zweiten Grades 
analytisch ausgedrückt. 

Mit dieser Definition des Kegelschnittes gehen wir au 
die Untersuchung des Ausdruckes zweiten Grades: 

(16) . K = r" r" — »•"(<* + b -|- e) -|- bc -j- ca -+- ab*), 

der sich mit Rücksicht auf (2) auch so darstellen lässt: 

K = (»•"- b) (/'— c) — a(r"— b- c)~ Vc — a(r" — b — c ). 

Hiernach verschwindet der Ausdruck K, wenn a — 0 
und V — 0, oder wenn a = 0 und c'=0. Er verschwindet 
also, wenn man in ihm für die variabelen Coordinaten die 
Coordinaten der einen oder der anderen Ecke des Pascalschen 
Sechseckes setzt, in welchen die Seite a mit den Seiten b' 
und c zusammenstösst. 


*) Der Ausdruck K lässt sich auch aus Quadraten zusammen- 
setzen. Denn substituirt man in demselben für a , b, c die Werthe 
aus (15) und bemerkt, dass die Urössen Ji und 1‘ in (14) allein von 
den Grössen r und q abhüngen, so wird derselbe eine Zusammen- 
setzung der sechs Grössen r und q, die schliesslich die einfache Form 
annimmt: 

6Ä = -f r ' -}- f s — p 2 — y* 2 — y ' s . 

11 * 
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Ebenso können wir nach weisen, dass der Ausdruck K 
verschwindet, w'enn wir für die variabelen Coordinateu in 
ihm die Coordinaten irgend einer Ecke des Pasealschen 
Sechsecks setzen. 

Da aber K — 0 nach der Definition die Gleichung eines 
Kegelschnittes ist, so sehen wir, dass auf diesem Kegelschnitt 
die sechs Ecken des Pasealschen Sechsecks liegen. Wir kön- 
nen daher den Satz aussprechen: 

Durch die sechs Ecken eines jeden Pasealschen 
Sechsecks lässt sich ein Kegelschnitt legen. 

Es braucht hiernach der angegebene Kegelschnitt nicht 
der einzige zu sein, welcher durch die sechs Ecken des Paseal- 
schen Sechsecks geht. Allein es bedarf nur des Beweises, 
der sehr leicht zu führen ist, dass fünf Punkte eines Kegel- 
schnittes den Kegelschnitt unzweideutig bestimmen, um eiu- 
zuselien, dass es nur einen einzigen Kegelschnitt giebt, wel- 
cher durch die sechs Ecken eines Pasealschen Sechsecks geht.*) 

Die wahre Bedeutung des Satzes tritt erst zu Tage, wenn 
man es sich klar macht, wie derselbe das Mittel an die Hand 
giebt, durch fünf gegebene Punkte eines Kegelschnittes alle 
übrigen Punkte desselben linear zu eoustruiren.**) 

*) Die nach ilen Variabelen x, y entwickelte Gleichung eines 
Kegelschnittes besteht aus sechs Gliedern, wenn drei von der /.weiten, 
zwei von der ersten Ordnung sind; das letzte Glied ist eine Constante, 
die man durch Division der Gleichung durch diese Gonstante auf die 
Einheit zuriickftihren kann. Die Coeflicienten der fünf ersten Glieder, 
welche linear in die Gleichung eingehen, bestimmen dann die Natur 
des Kegelschnittes. Soll nun der Kegelschnitt durch einen gegebenen 
Punkt, gehen , so müssen die gegebenen Coordinaten des Punktes der 
Gleichung genügen. Das gieht eine lineare Bedingungsgleichung zwi- 
schen den fünf unbekannten Coeflicienten. Fünf solcher Bedingungs- 
gleichungen, also fünf Punkte, reicheu aus, um die fünf unbekannten 
Constanten und damit den Kegelschnitt unzweideutig zu bestimmen. 

**) Um sieb die Bedeutung des Satzes klar zu machen, muss man 
noch wissen, dass jede gerade Linie den Kegelschnitt nur in zwei 
Punkten schneidet. Ist die gerade Linie die x Axe des Coordiuaten- 
syslemes, so folgt dieses daraus, dass die Gleichung des Kegelschnittes 
eine quadratische Gleichung wird, wenn man y = 0 setzt. Da nun 
durch Transformation der rechtwinkligen üooriliuateusysteme der Grad 
der Gleichung des Kegelschnittes sich nicht ändert, so gilt dasselbe 
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Wir haben iiiermit die uns gesteckten Grenzen über- 
schritten , denn die Kegelschnitte gehören nur hierher, inso- 
fern sie sind Liuienpaare oder Kreise. Wir kommen deshalb 
noch ein Mal auf das Pascalsche Sechseck mit seinen drei 
Diagonalen zurück, um die oben angedeutete Ausdehnung zu 
machen. Dieselben Formeln mit Auslassung der identischen 
Gleichungen (5) und (6) werden die versprochenen Sätze geben. 

Die geraden Seiten eines Pascalschen Sechsecks, seine 
ungeraden Seiten und seine drei Diagonalen betrachteten wir 
als die Seiten von drei Dreiecken und fanden, dass diese 
Dreiecke drei geraden Linien p eiubeschrieben sind, welche 
von demselben Punkte ausgehen. Wir werden jetzt irgend 
drei Dreiecke betrachten, welche irgend dreien von einem 
Punkte ausgehenden geraden Linien p einbeschrieben sind. 

Die Gleichungen der drei geraden Linien p seien p = U, 
p'= 0, p"= 0. Da diese Linien der Annahme nach sich 
in einem Punkte schneiden, so können wir ihre Gleichungen 
gleich in der Form annehmen, dass sie die Gleichung (13) 
identisch erfüllen. 

Es seien ferner (1) und (7) die Gleichungen der Seiten 
der drei den Linien p einbeschriebenen Dreiecke. Wir können 
sie nach den vorausgegangenen Auseinandersetzungen gleich 
mit solchen Factoren multiplicirt ünnehmen, dass sie den 
identischen Gleichungen (12) genügen. 

Führen wir nun die drei Symbole r ein durch die iden- 
tischen Gleichungen: 

a — «"^= r, a" — a ~ r , a — a ~ r”, 
so erhalten wir ohne Weiteres aus den identischen Gleichun- 
gen (12) die identischen Gleichungen (2) und (8) nebst der 
identischen Gleichung (!)). Diese Gleichungen sagen aber 
aus, dass die drei Linien a ein Dreieck bilden, die drei Li- 
nien b ein zweites und die drei Linien c ein drittes Dreieck, 
welche Dreiecke sämmtlieh dreien von einem Punkte aus- 


iiueh für jede neue x Axe, also für jede gerade Linie, Auf Grund dieser 
Andeutungen wird man nun die Aufgalte leicht lösen können : 

„Wenn fünf Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, denjenigen 
Punkt linear zu construircn, in welchem eine beliebige, von einem der v 
gegebenen Punkte ausgehende gerade Linie den Kegelschnitt schneidet.“ 
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gebenden geraden Liuieu r einbescb rieben sind. Wir drücken 
dieses kurz so aus: 


Wenn drei Dreiecke 
dreien geraden Linien cin- 
beschrieben sind, welche 
von einem und demselben 
Punkte ausgelien, so bil- 
den die entsprechenden 
Seiten der drei Dreiecke 
wieder drei Dreiecke, wel- 
che dreien geraden Linien 
ein beschrieben sind, die 
von einem anderen Punkte 
ausgehen. 


Wenn die entsprechen- 
den Seiten von drei Drei- 
ecken durch drei Punkte 
gehen, welche auf einer 
geraden Linie liegen, so 
schneiden sich die Verbin- 
dungslinien der entspre- 
chenden Ecken je zweier 
Dreiecke in einem Punkte 
und die drei Schnittpunkte 
liegen auf einer geraden 
Linie. 


Wir wollen auf die Figur des ersten Satzes näher ein- 
gehen, weil wir dieselbe bei der Untersuchung sämmtlicher 
Sechsecke, welche die sechs Ecken eines gegebenen Pascal- 
schen Sechsecks haben, wieder auftreten sehen werden. 

Die Figur besteht aus 15 geraden Linien S, aus den 
9 Seiten der drei Dreiecke, welche zugleich die Seiten der 
drei anderen Dreiecke bilden, aus den drei von einem Punkte 
ausgehenden geraden Linien, welchen die drei ersten Dreiecke 
einbeschrieben sind und aus den drei von einem Punkte aus- 
gehenden geraden Linien, welchen die drei anderen Dreiecke 
einbeschrieben sind. Sie besteht aus 20 Punkten R, wenn 
wir die Ecken der sechs Dreiecke und zugleich die beiden 
Puukte in das Auge fassen, von welchen das erste und das 
zweite System von drei geraden Linien ausgehen, welchen 
die Dreiecke einbeschrieben sind. 

Die beiden letzten Punkte R entsprechen einander so, 
dass, wenn man von dem ersten Punkte in der Figur aus- 
geht, man zu dem zweiten Punkte gerade so durch die 15 
Linien S gelangt, als man zu dem ersten gelangen würde, 
wenn man von dem zweiten ausginge. 

Bemerken wir ferner, dass in jedem Punkte JB sich drei 
gerade Linien S schneiden und dass auf jeder Linie £ vier 
Punkte R liegen, so sehen wir, dass jeder Punkt R seinen 
entsprechenden in der Figur hat. Denn man kann von jedem 
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der 20 Punkte 11 iu der Figur ausgehen. Von ihm gehen 
immer drei Linien S aus, welchen drei Dreiecke einbesehrie- 
beu sind und der angegebene Satz führt auf den ihm ent- 
sprechenden Punkt. 

Wir haben iu dem Vorhergehenden nur fünf Sechsecke 
iu Betracht gezogen , welche mit einem gegebenen Pascal- 
scheu Sechseck dieselben Ecken haben. Wir fanden, dass 
sie Pascalsehc Sechsecke sind. Aber es giebt noch mehr 
Sechsecke, welche mit einem gegebenen dieselben Ecken 
haben. Bezeichnen wir mit 1, 2, ... 6 die Ecken eines ge- 
gegebenen Sechsecks, so erhalten wir die Zahl aller Sechs- 
ecke mit den Ecken des gegebenen Sechsecks, wenn wir die 
Permutationen der genannten Zahlen bilden, das ist das Pro- 
dukt 1 . 2 . 3 . . 6. 

■ In diesem Produkt ist jedes Sechseck sechs mal gerech- 
net, weil die sechs cyclischen Vertauschungen der Ecken 
eines und desselben Sechsecks immer dasselbe Sechseck geben. 
Es ist überdies jedes Sechseck noch zwei mal gerechnet, weil 
die Umkehrung der Ordnung der auf einander folgenden 
Ecken auf dasselbe Sechseck zurückführt. Wir haben also 
jenes Produkt zu dividireu durch 6 . 2, um die Zahl der ver- 
schiedenen Sechsecke zu erhalten, welche dieselben sechs 
Ecken haben. 

Es giebt 60 verschie- Es giebt 60 verschie- 
dene Sechsecke, welche dene Sechsecke, welche 
sechs gegebene Punkte als sechs gegebene gerade Li- 
Eckeu haben. nien als Seiten haben. 

Wenn eines von den 60 Sechsecken, welche sechs ue- 
gebene Punkte als Ecken haben, ein Pascalsches Sechseck 
ist, fanden wir, dass noch fünf andere von den 60 Sechs- 
ecken Pascalsehe Sechsecke sind. Es drängt sich nun die 
Frage auf, ob nicht alle 60 Sechsecke Pascalsehe Sechsecke 
sind, wenn eines unter ihnen ein Pascalsches Sechseck ist. 
Diese Frage werden wir im Folgenden beantworten. 

Als im Vorhergehenden ein Pascalsches Sechseck vorlag, 
gegeben durch die Gleichungen der Seiten, konnten wir leicht 
die Diagonalen analytisch ausdriickeii, welche die gegenüber- 
liegenden Ecken des Sechsecks verbinden. Die sechs Seiten 
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des gegebenen Pascalscheu Sechsecks und die Diagonalen 
bildeten die Seiten der betrachteten sechs Sechsecke. Die 
genannten 60 Sechsecke haben aber noch andere Seiten. 
Sie haben alle geraden Linien als Seiten, die irgend zwei 
Ecken des gegebenen Pascalschen Sechsecks verbinden. 

Wir beginnen daher unsere Untersuchung mit der Auf- 
gabe: 

Die 15 geraden Linien analytisch auszudrücken, 
welche je zwei Ecken eines gegebenen Pascalschen 
Sechsecks verbinden. 


Es seien, wie zu Anfang der Vorlesung: 

« — 0, ß = 0, y = 0; «'=0, ß' — 0, y'— 0 


die gegebenen Gleichungen der Seiten des Pascalschen Sechs- 
ecks. Die Bcdingungsgleichungen dieser Figur: 
xn «„„« + n 0I ß -f- a„ 2 y 
Xß'=a lt) n + «,,/? + a ti y 
fiy’ ~a i0 « + a 2l /J + a 22 y 


enthalten neun Constanten, die sich auf drei nothwendige 
zurückführen lassen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke: 

rs m e 

xa = ya 00 a, Xß' j/a n V, Y a n c ’ 

y a ' a - = « < y ““ = V > 

V ®ii 11 vt V a ?t ^oj V a oo **11 


so haben wir die Gleichungen der Seiten des gegebenen 
Pascalschen Sechsecks : 


(17) 


« — 0, b — 0 , c = 0 
a — 0, &'=0, c — 0 
und die Bedingungen des Pascalschen Sechsecks: 


d ~ a -f- tvb -f- vc 

(18) b'~wa- f- b -j- mc 

c = va -f- ub -j- c. 

Das will sagen, dass man die Gleichungen der Seiten 
eines Pascalschen Sechsecks durch Multiplication mit gewissen 
Factoren immer auf die Form (17) bringen kann, so dass 
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man identisch hat ( 1H) , in welchen Gleichungen u, v, tv zu 
bestimmende Constanten bedeuten. 

Wir behaupten nun, dass die Gleichungen der Diagona- 
len , welche die gegenüberliegenden Ecken des Pascalscheu 
Sechsecks verbinden : 

(1!)} «"=0, b" — 0, c"= 0, 

durch die identischen Gleichungen bestimmt sein werden: 

a"= a -f- w'b + vc 

(20) b"~ w'a -f- b + u'c 

c"= v'a -j- ub -f- c, 

wenn wir unter u, v, iv die reciprokeu Grössen von u, v, w 
verstehen, das heisst, wenn uu = 1, vv — 1, ww = 1. 

Diese Behauptung wird gerechtfertigt sein, wenn man 
nachweiset, dass das Symbol a", ähnlich wie in (5) und (0), 
sich sowohl aus den Symbolen b und c als aus (> und c 
linear zusammensetzen lässt. Dieses sieht man aber sogleich, 
wenn man die dritte Gleichung (18) mit 6 multiplicirt und 
von der ersten Gleichung (20) abzieht, oder wenn man die 
zweite Gleichung (18) mit w multiplicirt und von der ersten 
Gleichung (20) abzieht. Und so ferner. 

Die folgende Figur soll das Pascalsche Sechseck dar- 
stellen mit seinen geraden Seiten a, b, c, seinen ungeraden 
Seiten a , b’, c, und seinen Diagonalen a", b", e", gegeben 
durch ihre Gleichungen (17) und (10). Die Ecken dieses 
Sechsecks bezeichnen wir zu weiterem Gebrauch mit den 
Zahlen 1 2 . . 6. 

Die genannten neun geraden 
Linien bilden, wie wir nachgewie- 
sen haben , die Seiten von sechs 
Pascalscheu Sechsecken , welche 
dieselben Ecken haben als das 
gegebene Pascalsche Sechseck. 

Von diesen haben die drei Pascal- 
scheu Sechsecke (10) der Reihe 
nach die Pascalsehen Linien r", 
r, r, die drei anderen (11) der 
Reihe nach die drei Pascalscheu Linien p”, p',_p- 


Fig. 13. 
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Es liat keiue Schwierigkeit, auch unter der geänderten 
Form der Daten die Gleichungen der genannten sechs Pascal- 
schen Linien anzugeben. Den drei Pascalschen Sechsecken 
(10) entsprechen der Reihe nach ihre Pascalschen Linien 
r", r, r : 

.. ua -(- ob -(- toc =0, na vb w c = 0; 

' ^ ■ / * $ 

(ua vb - f- toc) -j- uvw (ua + ob + wc) = 0, 

und den drei Pascalscheu Sechsecken (11) entsprechen der 
Reihe nach die drei Pascalschen Linien q", q, q: 

(« — oio) a — ( v — u w) b = 0 , 

(22) (w — uv) c — (m — vw) a — 0, 

(t> — w u) b — ( w — v u) c — 0 . 

Auch in dieser Form der Gleichungen der sechs Pascal- 
schen Linien ist es leicht zu erkennen, dass die drei Pascal- 
schen Linien r sich in einem Punkte schneiden, ebenso, 
dass die drei Pascalscheu Linien p sich in einem Punkte 
schneiden. 

Die Symbole der ungeraden Seiten a' } b', c des Pascal- 
schen Sechsecks haben wir in (18) ausgedrückt durch die 
Symbole a, b, c der geraden Seiten. Wir sehen, dass diese 
Ausdrücke (18) übergehen in die Symbole (20) der drei Dia- 
gonalen, wenn wir für alle Coustanten u, v, w respective 
setzen ihre reciprokeu Werthe u, v, tv. 

Wir behaupten nun, dass die Ausdrücke (18) der Sym- 
bole für die ungeraden Seiten des Pascalschen Sechsecks nicht 
allein übergehen in die Symbole für die drei Diagonalen (20), 
sondern auch in die Symbole der noch fehlenden sechs ge- 
raden Linien, welche irgend zwei Ecken des Pascalschen 
Sechsecks verbinden, wenn man für u, v, to zugleich oder 
einzeln setzt u, v, w. 

Wir wiederholen nur unsere Behauptung, wenn wir sie 
im Einklänge mit der Figur mit Einführung treffenderer 
symbolischer Bezeichnungen also ausdrücken: 

[12] = [45]-f-te [23]+v [61], [36]= [4ö]+w'[23]+V[6l] 
(28) [56] = w [45]+ [23]-f«[6lj, [14] = m?'[45]-|- [23]-(-m'[ 6 1] 
[34]=t; [45]+ u [23]+ [61], [25] = o'[45J+ «’[23]+ [61J, 
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[12] = [45]+«; [23] + » [61], [36]= [45] + <»'[23]+»'J61] 

(24) [46] = «? [45] + [23]+«'[61], [15] = «;'[45]+ [23]+«[61] 
[35] = » [45]+«' [23]+ [61], [24] = »' [45]+« [23] + [61], 

[13] = [45] + w [23]+»'[6l], [26]= [4Ö]+«;'[23J+» [61] 

(25) [56] = w [4 5 1 + [23]+« [61], [ 14| = «f[45| + [23] + «'[61] 
[24] = »' [45|+« [23]+ [61], [35] = « [46]+« [23]+ [61], 

[26] = [45]+t»'[23]+»[6rj, [13]= [45] + w [23J+»'[61] 

(26) [15] = w'[45|+ [23]+ «[61], [46]=w[45j + [23]+ *'[61] 
[34] = » [45]+« [23]+ [61], [25] = »'[45]+«' [23 j+ [61]. 

Die identischen Gleichungen (23) sind nichts anders als 
die Wiederholung der identischen Gleichungen (18) und (20), 
wenn man für die früheren Symbole der geraden, der unge- 
raden Seiten, und der drei Diagonalen des Pascalschen Sechs- 
ecks in Uebereinstimmung mit der Figur die Symbole ein- 
fiihrt: 

a = [4 5], b =[2 3], e =[61], 

«' = [12], &' = [5 6 ) , c = [3 4], 

«"=[36], 6"= [I 4], c"= [2 5], 

Die übrigen identischen Gleichungen drücken mit Wieder- 
holung der Symbole für die ungeraden Seiten und der drei • 
Diagonalen des Pascalscheu Sechsecks alle übrigen Verbin- 
dungslinien je zweier Ecken des Pascalscheu Sechsecks dop- 
pelt aus als lineare Functionen der Symbole der geraden 
Seiten. 

Wir beweisen diese Behauptung nur an der zweiten Glei- 
chung (24), weil der gleiche Beweis sich an allen übrigen 
wiederholt. Ziehen wir nämlich von der genannten Gleichung 
(24) die zweite Gleichung (23) ab, so sehen wir, dass das 
Symbol [4 6] linear zusammengesetzt ist aus den Symbolen 
[56] und [61], woraus folgt, dass die gerade Linie [46] = 0 
durch den Eckpunkt 6 des Sechsecks geht. Multipliciren wir 
dagegen die dritte Gleichung (23) mit u und ziehen sie von 
der zweiten Gleichung (24) ab, so sehen wir, dass dasselbe 
Symbol [4 6] auch aus den Symbolen [4 5] und [3 4] zu- 
sammengesetzt ist, dass also jene gerade Linie |46]=0 
auch durch die Ecke 4 des Pascalschen Sechsecks geht. 
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Da die gerade Linie [4 6] = 0 die Ecken 4 und 6 des Sechs- 
ecks verbindet, so ist auch das Symbol [4 6] für dieselbe ge- 
wühlt. Gleiches gilt von den übrigen Symbolen. 

Die Lösung der oben gestellten Aufgabe besteht 
demnach einfach darin, dass mau die 15 eiugefülir- 
ten Symbole |xäj einzeln gleich 0 setzt. Die dadurch 
entstehenden Gleichungen drücken die gesuchten 15 geraden 
Linien aus. Die identischen Gleichungen (23) bis (26) lassen 
die Zusammensetzung aller 15 Symbole [x /. | erkennen aus 
drei von ihnen mit Zuziehung von nur drei Constanten u, 
v, w, da !«', v, w die reciproken Werthe der ersteren sind. 

Wir heben noch hervor, dass der grosse Apparat, den 
wir in den Systemen identischer Gleichungen (23) bis (26) 
niedergelegt haben, sich durch irgend eines von jenen Syste- 
men, zum Beispiel durch das erste System, welches nur eine 
andere Ausdrucksweise der Gleichungen (18) und (20) ist, 
und eine Bilduugsregel für die übrigen ersetzen lässt. 

Man sieht nämlich , dass die drei Symbole [45], [2 3], 
[6 1 ] , durch welche die 12 anderen ausgedrückt wurden, 
durch die Vertauschungei# der Zahlen: 

4 mit 5, oder 2 mit 3, oder 6 mit 1 
ungeändert bleiben, während die übrigen 12 sich theil weise 
ändern. 

Es gehen die sechs Symbole, welche in den Gleiehuugen 
(23) durch jene drei Symbole ausgedrückt sind, durch die 
angegebenen Vertauschungen der Iteilie nach über in die 
durch (24), (25), (26) ausgedrückten Symbole. Damit aber 
auch jene Gleichungen (24), (25), (26) nach den Vertau- 
schungen richtig bleiben, hat man noch die entsprechenden 


Vertauschungen zu machen 

: 







u mit u, oder v 

mit v 

) 

oder 

w 

mit io . 



Wir können deshalb sagen: 

Mau 

erh 

iält aus jed 

e m 

der 

vier Systeme ideni 

tische 

r 

Gle 

ich 

u n gen (23) 

bis 

(26) 

die drei übrigen, 

w c n li 

man 

in 

demselben 

die 

Verl 

tauschungen macht 







(1) 


und 

u 

mit 

t 

n 



(II) 


und 

V 

mit 

v 



(111) 


und 

IV 

mit 

IV . 
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( 27 ) 


Schliesslich wiederholen wir zu weiterem Gebrauch nach 
Einführung der neuen Symbole die Gleichungen (21) und 
(22) der drei Pascalsehen Linien r", r , r: 
ti 1 45] -j- v [2 3] -)- iv [6 1 1 = 0, u[4ö]+t>|23]+i®[01J =0, 

{» |45]-f-i> [23] + w [61]}-f-«vM>{M'[45]-|-t;'[23]+tt , '[Gl |< =0 


und der drei Pascalschen Linien p", p', p: 

(« — vtc) [4 5] — (v — wu) [2 3] = 0, 

(28) . . .. (w — « v) [G 1 j — (w — v w) [4 5] = 0, 

(y — ich) [2 3] — (w — u v) [6 1] = 0, 

welche der Reihe nach den Pascalschen Sechsecken (10) und 
(11) zugehören. 

Nach dieser Voruntersuchung kommen wir nun. auf die 
oben erwähnte Präge nach den Eigenschaften der GO Sechs- 
ecke zurück, welche sechs gegebene Ecken haben, wenn eines 
derselben ein Pascalsches Sechseck ist. 

Das eine Pascalsche Sechseck von den GO Sechsecken 
mit den gegebenen sechs Ecken sei das Sechseck 12 34 5 0, 

oder von welchem die Symbole der ungeraden Seiten 

und der drei Diagonalen in den identischen Gleichungen (23) 
durch die Symbole der geraden Seiten ausgedrückt vorliegen. 
Wir fanden mit Einschluss des genannten Pascalschen Sechs- 
ecks sechs Pascalsche Sechsecke, welche die gegebenen Ecken 
1 2 34 5G haben, nämlich die Secksecke (IO) und (11). Wir 
bezeichnen sie kürzer, indem wir die drei ersten, ebenso die 
drei anderen zusammenfassen mit den Zeichen: 


(29) 



aus welchen man die früheren (10) und (11) wieder herstellen 
kann durch cyclische Vertauschung der Zahlen des Nenners 
oder auch des Zählers. 

Wie diese sechs Pascalsche Sechsecke aus dem System 
Gleichungen (23) hervorgingen, so gehen aus jedem der vier 
Systeme Gleichungen (23) bis (20) sechs Pascalsche Sechsecke 
hervor, und wie aus dem Systeme (23) durch die Vertauschun- 
gen (I), (11), (III) die übrigen Systeme erhalten werden, so 
erhält man aus (29) durch dieselben Vertauschungen die 18 
Pascalschen Sechsecke : 
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r i.i ti rt 34I r 1 2 5 ~i ri2 5i i”g 3 51 c«*»i 

^ ' ■ [ö G 2 J [_6 5 2 J , [4 fi 3 J |_0 4 3 J > L* 1 2 J L 142 J 


Kehren wir wieder zu den sechs Pascalschen Sechsecken 
(29) zurück, legen aber die ungeraden Seiten des Pascalschen 
Sechsecks 1 23 456, deren Gleichungen sind [12] = 0, 
[3 4] = 0, [5 6] = 0, zum Grunde, wie vorhin die geraden 
Seiten iind bemerken, dass die angegebenen Gleichungen 
sich durch die Vertauschungen: 

• 

(IV) . . 1 mit 2, oder 3 mit 4, oder 5 mit 6 


nicht ändern, so erhalten wir durch diese Vertauschungen 
aus (29) die 18 Pascalschen Sechsecke: 


[ 235 ] ["2 35! fl 46] T 146 ] f 1 3 fi~| [1 3 C~[ 

v ' • UßlJ Le 4 1 1 » U 6 2 J Le 3 2j ’ L 4 5 2 J [.5 4 2J ' 

Legen wir endlich die Diagonalen [14] — 0, [25] = 0, 
|36] = 0 zum Grunde, so erhalten wir aus (29) durch die 
Vertauschungen: 

(V) ... 1 mit 4, oder 2 mit 5, oder 3 jnit 6 
die 18 Pascalschen Sechsecke: 


(32). 


435] [435! [1 3 2I f 1 3 2] r 1 6 5 ~| f 1 6 5" 

.1 6 2J [ß 1 2 j ’ L 4 6 ÜJ Lg 4 5 j ’ L 4 3 2 J L-3 4 2J ' 


Die Gesammtzahl dieser verschiedenen Pascalschen Sechs- 
ecke mit den Ecken 123456 ist 60. Demnach haben wir 
im Anschlüsse an die oben aufgestellten Sätze folgende Er- 
weiterungen : 

Es giebt 60 verschie- Es giebt 60 verschie- 
dene Sechsecke mit sechs dene Sechsecke mit sechs 
gegebenen Ecken. Sie sind gegebenen Linien als Sei- 
sämmtlich Pascalsche ten. Sie sind sämmtlich 
Sechsecke, wenn eines Brianchonsche Sechsecke, 
derselben ein Pascalsches wenn eines derselben ein 
Sechseck ist. Brianchonsches Sechseck 

ist. 


Diese 60 Pascalschen Sechsecke mit denselben sechs 
Ecken gruppiren sich, wie man sieht, zwanzig Mal zu dreien. 
Da nun die Pascalschen Linien jeder Gruppe sich in einem 
Steinerscheu Punkte 11 schneiden, so hat man in dem 
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Systeme der GO Pascalschen Sechsecke mit densel- 
ben sechs Ecken 20 Steinersche Punkte R. 

Wir werden, um die Lage der 20 Punkte R näher zu 
untersuchen, zweckmässig jeden Punkt R mit demselben 
Symbol bezeichnen, welches der Ausdruck von drei Pas'cal- 
schen Sechsecken war, deren Pascalsclie Linien sich in einem 
Steinerschen Punkte R schneiden. 

In dieser Voraussetzung stellt das Symbol: 



den Steinerschen Punkt R dar, in welchem sich die drei 
Pascalscben Linien (27) schneiden. 

Addiren wir die beiden ersten Gleichungen (27), so er- 
halten wir: 

(34) . (« + u) [4 5] + (v + v) [2 3] + (w + w) [G 1 J = 0 
die Gleichung einer bestimmten geraden Linie S, welche 
durch jenen Steinerschen Punkt R (33) geht. 

Durch die Vertauschungen (I), (II), (III) ändert sich die 
Gleichung (34) nicht, während das Symbol (33) des Steiner- 
schen Punktes R übergeht in die Symbole von drei anderen 
Steinerschen Punkten R: 


w [m] [m\- 

Wir schliessen hieraus, dass die genannten vier Steiner- 
schen Punkte (33) und (35) auf einer und derselben geraden 
Linie (34) liegen, der Steinerschen geraden Linie S. 

Solcher Steinerschen geraden Linien S, auf welchen vier 
Punkte R liegen, giebt es mehrere in dem Systeme. Auf 
einer zweiten geraden Linie S liegt der Punkt (33) und die 
vier Punkte, deren Symbole aus dem genannten durch die 
Vertauschungen (IV) hervorgehen: 


m ••••••• [Hl] [lif] [Hl]- 

Auf einer dritten geraden Linie S liegt der Punkt (33) 
und die Punkte, deren Symbole aus (33) durch die Vortäu- 
schungen (V) erhalten werden: 


(37) 


4 8 öl [" 1 o r. j R 3 2' 

l G '.! J [_4 3 ■> J |_4 6 r> J ' 
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Wir können daher sagen, dass in jedem der 20 Stei- 
nersclien Punkte 11 sich drei Steinersche gerade 
Linien S schneiden. 

Um die Zahl der verschiedenen Steinerschen Linien S zu 
ermitteln, bemerken wir, dass wir unserer analytischen Unter- 
suchung die geraden Linien [4 5] = 0, [2 3] = 0, (6 1] = 0 
zum Grunde gelegt haben, das sind drei gerade Linien, welche 
durch sämmtliche Ecken der Pascalschen Sechsecke gehen. 
Die Untersuchung ’ führte schliesslich auf die Steinersche 
Linie (34). Man kann aber voii jeden drei geraden Linien 
ausgehen, welche durch die sechs Ecken des Pascalschen 
Sechsecks gelegt sind und wird jedes Mal auf eine Steiner- 
sehe Linie S hinauskommen. Man hat demnach soviel Stei- 
nersche Linien S, als wie viel Mal sich drei gerade Linien 
durch sechs Punkte legen lassen, niimlich 15 Mal. Es ist 
demnach 15 die Zahl der verschiedenen Steiner- 
scheu Linien S, auf deren jeder vier Steinersche 
Punkte li liegen. 

Wir haben 15 Linien S und 20 Punkte R. In jedem 
Punkte li schneiden sich drei Linien S und auf jeder Linie 
S liegen vier Punkte li. Es sind das dieselben Elemente, 
aus welchen die oben discutirte Figur des Satzes von den 
drei Dreiecken besteht, welche dreien von einem Punkte aus- 
gehenden geraden Linien einbeschrieben sind. Die 15 ge- 
raden Linien S und die 20 Punkte R bilden die dort be- 
schriebene Figur. 

Mau kann sich davon auch direct überzeugen; denn man 
ist nach dem Vorhergehenden in der Lage, 15 Mal diejenigen 
vier von den in (29) bis (32) symbolisch dargestellteu 20 
Steinerschen Punkten R zusammenzustellen, welche in einer 
jeden der 15 Steinerschen Linien S Kegen. 

Um dieses ausführlicher darzulegen, sind in den beiden 
folgenden Tafeln die 60 Pascalschen Sechsecke (29) bis (32) 
selbst aufgeführt und zwar gruppirt zu drei Sechsecken, deren 
Pascalsche Linien sich in einem und demselben Steinerschen 
Punkte li schneiden. Jeder Gruppe ist das Symbol des ihr 
zugehörigen Steinerschen Punktes li beigegeben. Die erste 
Tafel fängt in der ersten 'Horizontallinie an mit der Inter- 
pretation des Symboles für den Steinerschen Punkt R in (33) 
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in verschiedenen Formen. Die Vertikalreihen bezeichnen die 
drei Steinerschen Punkte, welche mit dem Steinerschen Punkte 
(33) auf einer und derselben Steinerschen Linie S liegen. 
Sie sind ihrer Reihenfolge nach hergenommen aus (33) und 
(36), aus (33) und (37) und aus (33) und (35). 



, 1 2 3 4 5 6 
143652 
U 63254 


s ,1 23456 
fl||l 1 43 6.52 



,1 2 3 4 5 6 
143652 
U 63254 



fl 23465 
1 43562 
( 1 5 3 2 6 4 



,1 46325 
136524 
(1 5 6 4 2 3 



,1 6 5 4 2 3 
145326 
1 1 3 5 6 2 4 


«' ,1 2 4 3 5 6 

ß' 

,1 4 2 5 3 6 

r y n 

,1 6 2345 

filil 1 34652 

ri32\ 

152634 

|ö 3 5 1 

132546 

1 2 3 6 J 

L J 11 6 4 2 5 3 

|_4 6 5j 

1 1 6 2 4 3 5 

IJ 24 J 

(1 5 2 6 4 3 



,1 2 4 3 6 5 
134562 
1 1 5 4 2 6 3 



,146352 
1 1 3 6 2 5 4 
U 26453 



,1 6 3 245 
123546 
1 1 5 3 6 4 2. 


Was die Construction dieser Tafel anbetrifft, so fängt 
sie in der ersten Horizontallinie an mit den verschiedenen 
gleichberechtigten Symbolen des mit S bezeichneten Steiner- 
schen Punktes R, welche durch cyclische Vertauschung der 
drei Zahlen im Nenner des symbolischen Bruches in einander 
übergehen. Aus dem Anfangsgliede jeder der drei Vertikal- 
reihen erhält man die darunter stehenden Glieder derselben 
Reihe, wenn man je zwei correspondirende Zahlen des Zäh- 
lers und Nenners in dem symbolischen Bruche mit einander 
vertauscht. 


Es ist dieses eine sehr einfache Regel, um aus dem 
Symbole eines Steinerschen Punktes R die Symbole von drei 
anderen Steinerschen Punkten zu schaffen, welche mit dem 
anfänglichen Steinerschen Punkte auf einer und derselben 
geraden Linie S liegen. 

In gleicher Weise ist auch die nachfolgende Tafel für 
die noch übrigen Steinerschen Punkte construirt. Sie fängt 
an mit dem zweiten Steinerschen Punkte d in (29). 

Hesse, analyt. Georaetr. d. Ebene. 2 . Atifl. 1 2 
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d 

fl 

25436 

d 

fl 2 5 43 6 

d 

F— 1 

l 

45632 


145632 

T— 1 

l_4 2 6J 

ll 

6 5 2 3 4 

L6 4aJ 

1 1 6 5 2 3 4 

l_2 6 4j 


11 25436 
145632 
1 1 6 5 2 3 4 



1 2 6 4 3 5 
146532 
1 56234 



11 64352 
134256 
1 1 2 4 6 5 3 



11 26345 
136542 
1 1 5 6 2 4 3 



1142365 
132564 
1 1 5 2 4 6 3 



il 63425 
143526 
11 53624 


Pu 112 6 3 5 4 
[ü*] 1 3 645 2 
^ 34 -' i 1 4 6 2 5 3 



11 42356 
132654 
11 6 2 4 5 3 


. y, 1 1 6 43 25 
1 3 452 6 
4 1 1 5 4 6 2 3 


Ytt [ 1 2 3 6 4 5 
riül 1 63 54 2 
1 1 5 3 2 4 6. 


Diese beiden Tafeln führen sämmtliche 20 Steinersche 
Punkte R auf: 

S a° ß° y° a ß' y «" ß" y" 

d «o ßo Yo a \ ßi Yi a n ßn Yu- 

Diese Punkte paaren sich', wie durch ihre Bezeichnung an- 
gedeutet ist. Denn man erhält aus dem Symbole eines der- 
selben das Symbol des darunter oder darüber stehenden Punk- 
tes, wenn man irgend zwei Zahlen des Zählers oder des 
Nenners in dem symbolischen Bruche mit einander vertauscht. 
Nur historisch wollen wir hier bemerken, dass die 10 Steiner- 
schen Punktepaare R harmonische Pole des Kegelschnittes 
sind, dem die 60 Pascalschen Sechsecke einbeschrieben sind. 
Crelle’s Journal Bd. 4L pag. 269.*) 


•) Die 60 Pascalschen Linien schneiden sich, wie man gesehen 
hat, 20 mal zu dreien in einem Steinerschen Punkte Ji. Sie schneiden 
sich aber überdies noch 60 mal zu dreien in einem Punkte K. Aus 
dieser Entdeckung von Kirkman Bind dann weitere Entdeckungen von 
Caylay und Salmon über die Lage der 60 Punkte K hervorgegangen, 
welche den Steinerschen Sätzen in der Art parallel gehen, dass auf 
der einen Seite gerade Linien und Punkte, auf der anderen Seite Punkte 
und gerade Linien sich gegenseitig entsprechen. 

Es ist gewiss ein reiner Zufall, dass auf diese Weise allen von 
französischen und deutschen Mathematikern gemachten Entdeckungen 
in der Richtung des Hexagrammum mysticum — so bezeichnet man 
nämlich ein dem Kegelschnitte einbeschriebenes Sechseck — ganz reci- 
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Wir stellen schliesslich die vier Steinerscheii Punkte li 
zusammen, welche immer auf einer der 15 Steinersehen ge- 
raden Linien S liegen : 




d a° a a" 

d 

«e 

0o 

Yo 




8 ß u ß' ß" 

d 

«i 

0, 

Y i 




8 y° y y" 

d 

«n 

0, 

i Y n 


ß° 

ßO 

Y, Yu «' ß' 

Ya 

Yo 


«" 0" 

Yo Y i 

0° 

y° 

«i «it ß' y’ 

«u 

«0 


0" y" 

«0 «1 

Y° 

a o 

ß\ 0n Y «' 

ßu 

00 


tt _ rf 

y a 

0o 0, 


Die bei der Construction der vorhergehenden Tafeln ver- 
wendete Regel wird diese Zusammenstellung bestätigen. 


Dreizehnte Vorlesung. 

*Der Kreis. 

Wir haben bereits in der ersten Vorlesung die Gleichung 
des Kreises abgeleitet. Wir erhalten dieselbe, wenn wir von 
dem Quadrat der Entfernung eines variabelen Punktes xy 
von einem gegebenen Punkte a b das Quadrat des Radius r 
abziehen und die Differenz gleich 0 setzen: 

(1) (*-«)• + (*-&)• — r* — 0. 

Diese Form der Kreisgleichung, gleichviel ob unent- 
wickelt oder entwickelt, werden wir die Normalform nen- 
nen zum Unterschiede von der allgemeinen Form, welche 
aus der Multiplication . j euer Gleichung mit einem beliebigen 
constanten Factor hervorgeht. Ein Criterium für die ent- 
wickelte Kreisgleichung in der Nörmalform ist hiernach, dass 

proke englische Entdeckungen gegenüber stehen. In Crelles Journal 
Bd. 68. p. 193 findet man die erwähnte Reciprocität ausführlicher dar- 
gelegt. 

In demselben Journal Bd. 73. p. 1 ist auch durch algebraische 
Auffassung des Pascalschen Satzes und seiner Folgerungen ein Weg 
eröffnet, diese Sätze allgemein auf algebraische Curven und Oberflächen 
auszudehnen. 

12 * 
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sowohl der Coefficient von x 1 als der von y 1 gleich der Ein- 
heit ist, während in der allgemeinen Form diese Coefficienten 
nur einander gleich sind. 

Wenn wir in dem linken Theile der Gleichung (1) unter 
x und y die Coordinaten eines beliebigen Punktes p ver- 
stehen, der nicht in der Peripherie des Kreises liegt, so 
drückt die Summe der beiden ersten Glieder das Quadrat der 
Entfernung d des Punktes p von dem Centrum c des Krei- 
ses aus. Der linke Theil der Gleichung (1) wird demnach: 
(d + r)(d- r ) 

gleich dem Produkt der beiden Abschnitte, welche der Kreis 
auf der geraden Linie p c von p aus gerechnet macht. Da 
dieses Produkt bekanntlich gleich ist dem Quadrat der von 
dem Punkte p an den Kreis gezogenen Tangente, so haben 
wir den Satz: 

Wenn man den linken Theil einer in der Normal- 
form gegebenen Kreisgleichung von seinem rechten 
Theile, der =0 ist, trennt, so drückt derselbe das 
Quadrat der Tangente aus, welche von einem belie- 
bigen, durch die Coordinaten x, y gegebenen, Punkte 
an den Kreis gezogen ist. 

Die entwickelte Kreisgleichung ist im Allgemeinen von 
der Form: 

(2) . . Ax 1 -)- Bxy -f- Cy 2 -f- Ex + Ey -j- F = 0. 

Aber nicht jede Gleichung von dieser Form stellt ana- 
lytisch einen Kreis dar. Es wird sich der linke Theil dieser 
Gleichung auf die Form des linken Theiles der Gleichung (1), 
multiplicirt mit einem noch zu bestimmenden Factor X, zurück- 
führen lassen müssen, wenn die Gleichung (2) die eines Krei- 
ses sein soll. Dieses trifft zu unter den Bedingungen: 

X — A, , 0 = B, X = C, 

— 2 Xa — D, — 2Xb = E, X (o 2 + b* — r*) = F. 

Eliminirt man aus diesen sechs Gleichungen die vier Un- 
bekannten a, b, r, X, so erhält man die Bedingungen, 
unter welchen die Gleichung (2) einen Kreis dar- 
stellt: 

(3) A = C, B = 0. 
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Wenn diese beiden Bedingungen erfüllt werden, stellt 
die Gleichung (2) immer einen Kreis dar. Denn wir finden 
unter diesen Bedingungen die Werthe der Unbekannten: 


(4) k = A, « = ~, b 


— E , D* + E' — iAF 
2A > r ~ 4 A* 


Es kann sich freilich ereignen, dass der Werth des Ra- 
dius r des Kreises imaginär wird, jedoch werden wir auch 
imaginäre Kreise in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen. 

In die Gleichung (1) des Kreises führt man die homo- 
genen Coordinaten ein, wenn man für x und y setzt * und 

— und mit z~ multiplicirt, wodurch man erhält: 
z 


(5) . . . . (* — azf + (y — bzf — r 3 * 3 — 0. 

Dieser homogenen Gleichung des Kreises werden wir 
uns mit Vortheil bedienen, um die Aufgabe zu lösen: 


Die Gleichung (1) eines Kreises und die Coor- 
diuaten x 0 y 0 und x t y t irgend zweier Punkte 0 und 
1 sind gegeben, die Coordinaten der Schnittpunkte 
zu bestimmen, in welchen die Verbindungslinie 
der gegebenen Punkte den Kreis schneidet. 


Die homogenen Coordinaten x , y, z eines beliebigen 
Punktes der Verbindungslinie sind bekanntlich: 

(6) . x — x u — kx,, y = y 0 — *y,, z=l — k. 

Es wird der beliebige Punkt der Verbindungslinie der 
Schnittpunkt derselben mit dem Kreise, wenn die Werthe 
von x, y, z aus (6) in die homogene Gleichung (5) des Krei- 
ses gesetzt der Gleichung genügen. Die letztere wird dabei 
eine quadratische Gleichung in A: 

(7) «A 3 — 2/JA + y = 0, 

indem man hat: 

« = (*» — a T + Oi ~ b Y ~ r * 

(8) . . . ß = (*o — o) (*i — a) + (y 0 — b) (y, — b) — r 2 

y = Oo — «) 2 + Oo — b Y — r2 - 
Löset man nun die quadratische Gleichung (7) auf und 
setzt für k in (6) die eine oder die andere Wurzel, so hat 
man die homogenen Coordinaten der gesuchten Schnittpunkte. 
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Das Schnittpunktepaar ist harmonisch mit dem gegebenen 
Punktepaare, wenn die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen sind, was mau 
aus den Werthen (6) der Coordinaten der Schnittpunkte er- 
sehen kann. Die Bedingung für ein gegebenes Punktepaar 
der Art ist demnach ß — 0. 

Man nennt zwei Punkte, deren Verbindungslinie den 
Kreis in einem Punktepaare schneidet, welches harmonisch ist 
mit den beiden Punkten, harmonische Pole des Kreises. 
Die Bedingung ß = 0 zwischen den Coordinaten x, y des 
einen und x it y i des anderen Poles wird demnach: 

(9) . . ( x — a ) (x t — a) + (y — b) (y t — b) — = 0. 

Es ist dieses zugleich die Gleichung einer geraden Linie, 
auf welcher der eine Pol variirt, wenn der andere unver- 
ändert bleibt; mit anderen Worten: 

Der geometrische Ort des, einem gegebenen 
Punkte zugeordneten, harmonischen Poles des Krei- 
ses ist eine gerade Linie. 

Diese gerade Linie führt den Namen der Polare des 
gegebenen Punktes und der gegebene Punkt den Namen des 
Poles der geraden Linie. Die Gleichung (9) stellt also 
die Polare des durch seine Coordinaten aq y , gege- 
benen Punktes dar. 

Man construirt hiernach die Polare eines gegebenen 
Punktes, wenn man durch den gegebenen Punkt irgend zwei 
gerade Linien zieht und auf jeder derselben zu dem Schnitt- 
punktepaare des Kreises und dem gegebenen Punkte den 
vierten harmonischen Punkt fixirt. Die Verbindungslinie der 
vierten harmonischen Punkte wird die gesuchte Polare sein. 

Sind im Speciellen jene beiden durch den gegebenen 
Punkt gezogenen geraden Linien Tangenten des Kreises, so 
werden die vierten harmonischen Punkte auf ihnen die Be- 
rührungspunkte der Tangenten, und die Polare des gegebenen 
Punktes stellt sich dar als die Verbindungslinie der Berüh- 
rungspunkte der von dem gegebenen Punkte an den Kreis 
gezogenen Tangenten. 

Durch die geringste Zahl von geraden Linien ist die 
angedeutete Construction in der ersten Figur ausgeführt, in 
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welcher von dem gegebenen Punkte p zwei beliebige gerade 
Linien ausgehen , die den Kreis in den Punkten 1 , 3 und 
4, 2 treffen. Die punktirte gerade Linie P, welche die 
Schnittpunkte der gegenüberliegenden Seiten des Vierecks 

|Fig. 14. 


P 


1 2 3 4 verbindet, ist die gesuchte Polare des gegebenen 
Punktes p, weil sie die beiden von dem Punkte f> ausgehen- 
den geraden Linien in den vierten harmonischen Punkten 
schneidet. Der Beweis davon beruht auf dem Satze, dass 
in einem vervollständigten Viereck 1 2 3 4 jede Diagonale 
von den beiden anderen Diagonalen harmonisch geschnitten 
wird. 

Eine andere Ausführung der Construction in der zweiten 
Figur, in welcher von dem gegebenen Punkte p drei belie- 
bige gerade Linien ausgehen, ist begründet durch die erste 
Construction. 

Aus der angegebenen Construction wird ersichtlich, dass 
die Polare eines Punktes immer senkrecht steht 
auf der geraden Linie, welche den Punkt mit dem 
Mittelpunkte des Kreises verbindet. Es ergiebt sich 
ferner daraus, dass die Polare des Mittelpunktes eines 
Kreises eine gerade Linie im Unendlichen ist. 

Wählen wir auf der Polare (9) des gegebenen Punktes 1 
einen beliebigen Punkt 0, so genügen seine Coordinaten x 0 y 0 
jener Gleichung und man hat: 

Oo — «) Oi — «) + Oo — V) Oi — 6) — r l *= 0. 

Auf Grund dieser Gleichung genügen aber auch die Coordi- 
naten x, y i des Punktes 1 der Gleichung der Polare des ge- 
wählten Punktes 0: 
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(x — a ) (x 0 — a) + (y — h) (y 0 — b) — r 2 = 0. 

Wir können deshalb sagen: 

Harmonische Pole eines Kreises haben die cha- 
rakteristische Eigenschaft, dass die Polare des 
einen durch den anderen geht. 

Fixiren wir auf einer geraden Linie mehrere Punkte, 
so ist jeder derselben harmonischer Pol zum Pole der geraden 
Linie. Nach dem letzten Satze schneiden sich die Polaren 
der fixirten Punkte in dem Pole der geraden Linie. Wir 
haben demnach den Satz, welcher dient den Pol einer ge- 
gebenen geraden Linie zu construiren: 

Wenn ein Punkt eine gerade Linie durchläuft, 
so dreht sich seine Polare um den Pol der geraden 
Linie. 

♦ 

Wir können den Satz auch umkehren wie folgt: 

Wenn eine gerade Linie sich um einen festen 
Punkt auf ihr dreht, so beschreibt der Pol der ge- 
raden Linie die Polare des festen Punktes. 

Denn zieht man durch den festen Punkt eine gerade 
Linie, so bildet der Pol derselben und der feste Punkt ein 
Polenpaar. Da aber die Polare des einen durch den anderen 
geht, so liegt der Pol der geraden Linie auf der Polare des 
festen Punktes. 

Wenn der Pol in der Peripherie des Kreises 
liegt, so ist seine Polare Tangente des Kreises in 
dem Pol. 

Zieht mau nämlich durch den Pol, der in der Peripherie 
des Kreises liegt, um seine Polare zu construiren, Secanten 
des Kreises, so wird der vierte harmonische Punkt auf ihnen 
immer mit dem Pole zusammenfallen. Nur in dem Falle, 
wenn die Secante Tangente wird, fällt der vierte harmonische 
Punkt nicht mit dem Pole zusammen, sondern kann jeder 
beliebige Punkt der Tangente sein. Da nun der geometrische 
Ort der vierten harmonischen Punkte die Polare ist, so ist 
in dem vorliegenden Falle die Polare Tangente des Kreises. 
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Es ist demnach die Gleichung (9) die Gleichung der 
Tangente des Kreises in dem Punkte seiner Peripherie, 
dessen Coordinaten x { , y x sind. 

Wir kehren zurück zu der quadratischen Gleichung (7), 
von welcher die Bestimmung der Schnittpunkte der geraden 
Linie 0 1 und des Kreises abhängt. Die gerade Linie 0 1 
wird Tangente des Kreises, wenn die Schnittpunkte zusam- 
menfallen, das ist, wenn die Wurzeln der quadratischen Glei- 
chung (7) gleich werden. Die Wurzeln derselben werden 
aber einander gleich unter der Bedingung ß 2 — cey = 0. 
Unter dieser Bedingung wird also die gerade Linie 0 1 Tan- 
gente des Kreises. Betrachten wir nun den Punkt 1 als ge- 
geben, so wird der geometrische Ort des Punktes 0, dessen 
Verbindungslinie mit dem gegebenen Punkte] 1 eine Tangente 
des Kreises ist, das Tangentenpaar, welches sich von dem 
Punkte 1 an den Kreis legen lässt. Setzen wir demnach in 
die Bedingungsgleichung ß 2 — ay = 0 die Werthe (8), und 
für x 0 und y n die Variabelen, so erhalten wir die Glei- 
chung des Tangentenpaares vom Punkte 1 an den 
Kreis gelegt : 

’. m {O — a) Oi — a) + (y — b) (Vi — b) — r 2 } 2 

1 ^ {0 — °) J + (y — b) 7 — r 2 } {(aq — o) 2 -f- (»/, — &) 2 — r 2 } = 0. 

Dass diese Gleichung ein Linienpaar darstellt, welches 
von dem Punkte 1 ausgeht, davon kann man sich nachträg- 
lich dadurch überzeugen, dass man die Gleichung (10) durch 
Entwickelung auf die Form (1) der achten Vorlesung bringt, 
die Werthe der Coefficienten a„i berechnet und sie in die 
Gleichungen (4) jener Vorlesung, den Bedingungen für ein 
vom Punkte 1 ausgehendes Linienpaar, einsetzt. Man wird 
sehen, dass jene Bedingungsgleichungen erfüllt werden. Doch 
halten wir diese Probe nach dem Vorhergehenden für über- 
flüssig. 

Wie ein Kreis durch die Punkte in seiner Peripherie 
bestimmt ist, so wird derselbe auch bestimmt sein durch 
seine Tangenten. Betrachten wir demnach den Kreis als ge- 
geben durch seine Tangenten und operiren mit diesen Tan- 
genten wie vorhin mit den Punkten in der Peripherie des 
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Kreises, so ergiebt sich daraus eine neue analoge Behand- 
lungsweise des Kreises. Wir beginnen dieselbe mit der Auf- 
gabe: 

Die Bedingung zwischen den Coordinaten u, v 
einer geraden Linie zu bestimmen, unter welcher 
die gerade Linie Tangente des Kreises ist, dessen 
Mittelpunkt durch seine Coordinaten o, b und des- 
sen Radius r gegeben seien. 

Die in Punktcoordinaten gegebene Gleichung einer ge- 
raden Linie: 

ux + vy -f- 1 = 0 

wird Tangentengleichung des Kreises, wenn der senkrechte 
Abstand der geraden Linie von dem Mittelpunkte des Krei- 
ses gleich dem Radius ist. Drücken wir daher den senk- 
rechten Abstand der geraden Linie von dem Mittelpunkte 
nach den bekannten Regeln aus: 

ua -f- vb -f- 1 

JV + «*) 

und setzen ihn = r, so haben wir die gesuchte Bedingung, 
die sich durch Quadrirung beider Theile der Gleichung auf 
die Form bringen lässt: 

(11) ... (au -|- bv + l) 2 — r 2 (« 2 + v 2 ) = 0. 

Wir nennen diese Gleichung die Gleichung des Krei- 
ses in Liniencoordinaten, indem wir darunter die Rela- 
tion verstehen, welche die Coordinaten u, v einer geraden 
Linie zu erfüllen haben, wenn sie Tangente des Kreises sein 
soll. Die Coordinaten jeder beliebigen Tangente des Kreises 
genügen der Gleichung, wie umgekehrt jede gerade Linie, 
deren Coordinaten der Gleichung genügen, Tangente des 
Kreises ist. 

Die Gleichung (11) repräsentirt die Normalform, welche 
von der allgemeinen Form der Kreisgleichung in Li- 
niencoordinaten sich nur durch einen constanten Factor 
unterscheidet. 

Der Vollständigkeit wegen führen wir den folgenden 
Satz an, der sich nach dem Vorhergehenden von selbst ver- 
steht:' 
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Wenn man den linken Theil einer in der Normal- 
form gegebenen Kreisgleichung in Liniencoordi- 
naten von seinem r echten Theile, der =0 ist, trennt, 
ihn hierauf durch m 2 + » 2 di vidirt, so stellt der Quo- 
tient die Differenz des Quadrates des senkrechten 
Abstandes einer durch ihre Coordinaten uv gege- 
benen geraden Linie von dem Mittelpunkte des 
Kreises und des Quadrates des Radius dar. 


Diese Differenz ist gleich dem Quadrat der Tangente, 
welche von dem Fusspunkte des Lothes, welches von dem 
Mittelpunkte des Kreises auf die gegebene gerade Linie ge- 
fällt ist, an den Kreis gelegt werden kann. Kürzer können 
wir sagen, dass jene Differenz das Quadrat der kürzesten 
Tangente darstelle, welche von einem variabelen Punkte der 
gegebenen geraden Linie an den Kreis, gezogen werden kann. 

Die entwickelte Kreisgleichung (11) hat die Form: 

(12) . Au 7 -f- JRuv -f- Cv 2 -f- Du -f- Dv -f- F — 0. 

Da diese Gleichung sechs Constanten enthält, die mit 
einem beliebigen Factor A multiplicirte Gleichung (11) aber 
nur vier Constanten, so müssen zwischen jenen sechs Con- 
stanten zwei Relationen obwalten, wenn die Gleichung (12) 
einen Kreis darstellen soll. Diese Relationen werden wir 
feststellen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke die Coefficienten in (12) 
den entsprechenden mit A multiplicirten Coefficienten in der 
Entwickelung von (11) einander gleich, so erhalten wir: 

A (c 2 — r 7 ) — A, 2Xab = S, A (b 7 — r 7 ) = C 
2 Aa = 7), 2 kb = E, A = F. 


Durch Elimination der Unbekannten A, a, b, r erhalten wir 
die Bedingungen, unter welchen die Gleichung (12) 
in Liniencoordinaten einen Kreis darstellt: 


(13). PF-2BF = 0, D 7 — 4 AF — E 7 — 4 CF. 


Die Coordinaten a, b des Mittelpunktes und r der Ra- 
dius des Kreises werden unter diesen Bedingungen aus obigen 
sechs Gleichungen gefunden: 


(14). a => yj?» *> 


E j D l — iAF -E* — 4 CF 

iF' 1 iF* iF* 


Digitized by Google 



188 


Dreizehnte Vorlesung. 


Durch Einführung der homogenen Liniencoordinaten geht 
die Gleichung (11) des Kreises über in: 

(15) . . . (au -f- bv -)- w ) 2 — r 2 ( w 2 + m 2 ) = 0, 

eine bequemere Form für die Behandlung der folgenden Auf- 
gabe: 

Die Gleichung (15) eines Kreises und die Coor- 
dinaten w 0 , m 0 und v , irgend zweier geraden Li- 
nien 0 und 1 sind gegeben, die Coordinaten der 
Tangenten zu bestimmen, welche sich von dem 
Schnittpunkte der gegebenen geraden Linien an 
den Kreis ziehen lassen. 

Die homogenen Coordinaten u, v, w irgend einer ge- 
raden Linie, welche durch den Schnittpunkt der gegebenen 
geht, sind bekanntlich: 

(16) . w = u 0 — Am,, v = v 0 — Am,, iv = 1 — A. 

Soll diese gerade Linie Tangente des Kreises werden, 
so hat man den willkürlichen Factor A so zu bestimmen, dass 
die Werthe von u, v, w aus (16) in (15) eingesetzt der Glei- 
chung genügen. Dieses führt auf die quadratische Gleichung: 

(17) AP — 2BX + C= 0, 

indem man hat: 

A = (om, + bv t + l) 2 — *" 2 (Wi J + f, 2 ) 

(18) JS== (aM 0 +hv 0 +l) (au, + &v, + 1) — r 2 («<>«, + t> 0 t;,) 
C = («m 0 + K + l ) 2 — ^(«o 2 + V) • 

Löset man die quadratische Gleichung (17) auf und setzt in 
(16) für A die eine oder die andere Wurzel, so hat man die 
homogenen Coordinaten der gesuchten Tangenten des Kreises. 

Aus jenen Werthen (16) der homogenen Coordinaten ist 
ersichtlich, dass das gegebene Linienpaar harmonisch rat mit 
dem Tangentenpaare, wenn die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen sind, 
das heisst unter der Bedingung B = 0. 

Zwei gerade Linien, die harmonisch ßind mit dem Tan- 
gentenpaare, welches sich von dem Schnittpunkte der geraden 
Linien an den Kreis legen lässt, heissen harmonische Po- 
laren des Kreises. Die Bedingung B = 0 zwischen den 
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Coordinaten u, v der einen und v. der anderen ihr zu- 
geordneten Polare des Kreises ist demnach: 

(19) (au -}- fet; -f- 1) (aMj -f- bv t +1) — r 1 (um, vv,)= 0. 

Es ist dieses die Gleichung eines Punktes, durch welchen 
alle einer gegebenen geraden Linie 1 zugeordneten harmo- 
nischen Polaren gehen. Um ihn zu bestimmen, ziehen wir 
in einem der Schnittpunkte der gegebenen geraden Linie 1 
und des Kreises eine Tangente an letzteren. Diese Tangente 
und die gegebene gerade Linie l sind harmonische Polaren 
nach der Definition der harmonischen Polaren. Die Tangente 
in dem zweiten Schnittpunkte und die gegebene gerade Linie 
1 sind wieder harmonische Polaren. Jede dieser Tangenten 
ist also harmonische Polare zur gegebenen geraden Linie 1, 
der Schnittpunkt der Tangenten also der gesuchte Punkt. 
Da aber der Schnittpunkt zweier Tangenten eines Kreises 
der Pol der geraden Linie ist, welche die Berührungspunkte 
verbindet, so ist der gesuchte Punkt der Pol der gegebenen 
geraden Linie 1 und wir haben damit den Satz bewiesen: 

Alle einer gegebenen geraden Linie zugeordneten 
harmonischen Polaren eines Kreises schneiden sich 
in dem Pole der gegebenen geraden Linie, 

oder mit anderen Worten: 

Harmonische Polaren eines Kreises haben die 
charakteristische Eigenschaft, dass der Pol der 
einen auf der anderen liegt. 

Die Gleichung (19) stellt hiernach den Pol dar 
der durch die Coordinaten m,m, gegebenen geraden 
Linie. 

Wir haben bis dahin nur den Fall discutirt, wenn die 
quadratische Gleichung (17), von welcher die Bestimmung 
des Tangentenpaares abhängt, welches von dem Schnittpunkte 
zweier gegebenen geraden Linien 0 und 1 an den Kreis ge- 
zogen werden kann, gleiche Wurzeln mit entgegengesetzten 
Vorzeichen hat. Es bleibt noch übrig, den Fall gleicher 
Wurzeln zu untersuchen. 

Dieser Fall tritt ein, wenn B 2 — AC — 0. Unter dieser 
Bedingung werden zwei gerade Linien 0 und 1 sich in einem 
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Punkte schneiden, von dem aus die beiden an den Kreis 
gezogenen Tangenten zusammenfallen. Die geometrische An- 
schauung lehrt, dass dann der Schnittpunkt in der Peripherie 
des Kreises liegen muss. Es ist demnach jene Gleichung 
die Bedingung, unter welcher zwei durch ihre Coordinaten 
gegebene gerade Linien 0 und 1 sich in einem Punkte der 
Peripherie des Kreises schneiden. 

Betrachten wir nun die gerade Linie 1 als eine gegebene, 
die andere als gesucht und setzen u, v für m 0 , v 0l so haben 
wir mit Rücksicht auf (18) die Bedingungsgleichung: 

( aM i + + 1) — 

— {(aw+fa;+l) 2 -r 5 (M 2 +i; 2 )} {(««,+ ^-fl) 2 — ^(w^+V)} =0. 

Es giebt aber auf der gegebenen geraden Linie 1 zwei 
Punkte, von welchen die an den Kreis gezogenen Tangenten 
jedes Mal zusammenfallen, das sind die Schnittpunkte der 
gegebenen geraden Linie 1 und des Kreises. Die Coordi- 
naten u, v in der Gleichung (20) müssen also geraden Li- 
nien angehören, welche entweder durch den einen Schnitt- 
punkt oder durch den anderen gehen. Die Gleichung (20) 
stellt demnach das Punktepaar dar, in welchem die 
gegebene gerade Linie 1 den Kreis schneidet. 

Dass die Gleichung (20) wirklich ein Punktepaar auf 
der geraden Linie 1 darstellt, davon kann man sich zum 
Ueberflusse überzeugen, wenn man die Gleichung (20) auf 
die Form (2) der achten Vorlesung bringt und dann die Be- 
dingungen (10) jener Vorlesung für ein Punktepaar aufstellt. 

Man wird sehen dass die Bedingungen erfüllt werden. 
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Das System von Kreisen, welche durch die 
Schnittpunkte zweier Kreise gehen. 

Da die Kreisgleichungen alle von derselben Form sind, 
so bringt es Vortheil, für diese Form ein bestimmtes Symbol 
k einzuführen. Wir werden deshalb mit k 0 , k t .... die Aus- 
drücke bezeichnen: 

k Q = (x — a 0 y + (y — b 0 y — v 
(i) *, = (*- «,)’ + (y - \y - v 


Um die Mittelpunkte der Kreise analytisch darzustellen, 
werden wir uns der Symbole A 0 , A , , ... bedienen : 

A 0 = a 0 u + b 0 v -f 1 

(2) ......... A j = a ( M -|- ftjV -{- 1 


Betrachten wir nun zwei durch ihre Gleichungen in der 
Normalform gegebene Kreise: 

(3) • • ; = 0 

und bilden die Gleichung mit dem willkürlichen Factor X: 

(4) K — Xk t =0, 

so stellt dieselbe wieder einen Kreis dar, weil sie den Be- 
dingungen (3) der vorhergehenden Vorlesung genügt. 

Dieser Kreis geht durch jeden der beiden Funkte hin- 
durch, in welchen sich die gegebenen Kreise schneiden. 
Denn denkt man sich die Coordinaten eines der beiden 
Schnittpunkte aus den Gleichungen (3) berechnet und setzt 
sie in k 0 und k i ein, so verschwinden diese Ausdrücke. Es 
verschwindet also auch der linke Theil der Gleichung (4) 
durch Einsetzen der berechneten Coordinaten und die Glei- 
chung wird erfüllt. 

Die Gldichung k 0 — Xk t = 0 stellt das ganze 
System von Kreisen dar, welche sich in den beiden 
Punkten schneiden, in welchen sich die gegebenen 
Kreise k 0 = 0 und k t = 0 schneiden. 
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Da die erst genannte Gleichung einen willkürlichen 
Factor A enthält, so kann man denselben immer so bestim- 
men, dass der durch die Gleichung repräsentirte Kreis durch 
einen beliebig gegebenen Punkt geht. Da nun ein bestimm- 
ter Kreis des Systemes durch drei Punkte seiner Peripherie, 
durch die beiden Schnittpunkte der gegebenen Kreise und 
durch noch einen Punkt bestimmt ist, so wird man den 
Factor A so bestimmen können, dass & 0 — Afc, = 0 die Glei- 
chung des bestimmten Kreises wird. Die genannte Gleichung 
mit dem willkürlichen Factor A stellt in der That alle Kreise 
des Systemes ohne Ausnahme dar. 

Bestimmen wir nach den Formeln (4) der vorhergehen- 
den Vorlesung die Coordinaten a, b des Mittelpunktes und 
den Radius r des Kreises (4), so finden wir: 

„ _ °o — *°i ?, _ ~ x b i = n , l»+{[0»] , -r."-r,«}A-)-r,,« 

a ~~ 1 — i > l — 1 ' (i — i)‘ » 

wenn wir mit [0 1] den Abstand der Mittelpunkte 0 und 1 
der Kreise k 0 = 0 und k t — 0 von einander bezeichnen. 
Bilden wir nun aus den gefundenen Coordinaten des Mittel- 
punktes die Gleichung desselben, so können wir mit Hin- 
weisung auf die Bezeichnungen (1) und (2) auch sagen: 

Wenn k u = 0 und ifc, = 0 die Gle'ichungen zweier 
gegebenen Kreise in der Normalform sind, Aq = 0 
und A { = 0 die Gleichungen der Mittelpunkte der- 
selben ebenfalls in der Normalform, so ist: 

(6) 7c 0 — Aä, = 0 

die Gleichung irgend eines Kreises, der durch die 
Schnittpunkte der gegebenen Kreise geht, und: 

(7) A 0 — XA l ^O 

die Gleichung seines Mittelpunktes. Der Radius r 
desselben wird durch die Formel bestimmt: 


( 8 ) 


r,* {[ 01 p + r„* 

(1 - 1 )‘ 


Die Gleichung (7) beweiset, dass die Mittelpunkte aller 
Kreise des Systemes auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte 
der gegebenen Kreise liegen. 
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Unter den Kreisen des Systemes zeichnet sich ein Kreis 
besonders aus, dem der Werth A = 1 entspricht. Sein Radius 
ist nach (8) unendlich gross und sein Mittelpunkt (7) fällt 
in das Unendliche. Ein solcher Kreis muss in dein Theile, 
der im Endlichen liegt, eine gerade Linie vorstellen. Und 
in der Tliat sehen wir, dass seine Gleichung: 

(9) 0 

eine gerade Linie darstellt, weil in derselben die Glieder des 
zweiten Grades ganz fehlen. 

Diese durch die Gleichung (9) dargestcllte gerade Linie, 
welche die Schnittpunkte der gegebenen beiden Kreise ver- 
bindet, führt den Namen der gemeinschaftlichen Secante 
der Kreise. Sie ist unter allen Umständen reell und kann, 
wenn die Kreise sich in reellen Punkten schneiden, leicht 
construirt werden. Schneiden sich die gegebenen Kreise in 
imaginären Punkten, so bedarf es einer anderen charakteri- 
stischen Eigenschaft der gemeinschaftlichen Secante zu ihrer 
Construction. 

Wir können eine charakteristische Eigenschaft der ge- 
meinschaftlichen Secante zweier gegebenen Kreise unmittelbar 
aus ihrer Gleichung (9) ablesen. Erinnern wir uns nämlich, 
dass k u und Jc t die Quadrate der Längen der von einem 
Punkte x, y an die gegebenen Kreise h a — 0 und 7r, = 0 
gezogenen Tangenten ausdrüeken, so sehen wir, dass die Glei- 
chung (9) den geometrischen Ort derjenigen Punkte darstellt, 
von welchen die Tangenten an die gegebenen Kreise gezogen 
einander gleich sind. Wir haben demnach den Satz: 

Die gemeinschaftliche Secante zweier Kreise 
ist der geometrische Ort derjenigen Punkte, von 
welchen die an die Kr.eise gezogenen Tangenten 
einander gleich sind. 

Halbirt man daher irgend zwei gemeinschaftliche Tangen- 
ten zweier Kreise, so wird die Verbindungslinie der Halbi- 
ruugspunkte die gemeinschaftliche Secante der beiden Kreise 
sein, mögen sich die Kreise in reellen oder in imaginären 
Punkten schneiden. Die Construction der gemeinschaftlichen 
Secante zweier Kreise, von welchen der eine ganz innerhalb 

Hesse, analyt. Ucometr. d. Ebene. 2. Aufl. 13 
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des anderen liegt, macht nach dem angegebenen Satze auch 
keine Schwierigkeit. 

. Wie die Gleichung -(9) eben geometrisch interpretirt 
worden ist, so kann man auch die allgemeinere (6) geome- 
trisch deuten, wie folgt: 

Der geometrische Ort derjenigen Punkte, von 
welchen die Tangenten an zwei gegebene Kreise 
gezogen ein gegebenes Verhältniss haben, ist ein 
Kreis, der durch die Schnittpunkte der gegebenen 
Kreise geht. 

Unter den Kreisen des Systemes (4), welche durch die 
Schnittpunkte der gegebenen beiden Kreise gehen, zeichnen 
sich zwei Kreise aus, deren Radien r verschwinden. Setzen 
wir in (8) r = 0, so erhalten wir die in A quadratische 
Gleichung : 

(10) . . V + {[0 1P - V - V} * + V = 0, 

deren Wurzeln A n und A, den beiden Kreisen entsprechen. 

Aus (6) und (7) gehen nämlich die Gleichung des einen 
Kreises und die Gleichung seines Mittelpunktes hervor, wenn 
man für A die eine Wurzel der quadratischen Gleichung (10) 
setzt. Die andere Wurzel entspricht ebenso dem anderen 
Kreise. Die Mittelpunkte dieser Kreise heissen die Grenz- 
punkte des Systemes der Kreise (4). 

Die Grenzpunkte sind reell oder imaginär, je nachdem 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung (10) reell oder 
imaginär sind. Die Realität der Wurzeln hängt ab von dem 
Ausdrucke : 

{[01P-V- V} 2 -4r 0 Vp. 

Ist er positiv, so sind die Wurzeln reell, im anderen Falle 
sind die Wurzeln imaginär. Der angegebene Ausdruck lässt 
sich in Factorcn zerlegen: 

-{[OlH-^.+r.Xi-tOlj+ro+r,} {[Or|-r 0 +r,} {[01 ]+r 0 -r, } 

und man bemerkt in dieser Zerlegung leicht, dass er positiv 
ist unter der Bedingung: 

[0 1] > r u + r, oder [0 1 j < r, — r 0 , wenn r, > r 0 , 
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uuter welcher die gegebenen Kreise sieh in imaginären Punk- 
ten schneiden. Wir können deshalb sagen: 

Ein System von Kreisen, welche durch zwei ge- 
gebene Punkte gehen, hat zwei imaginäre Grenz- 
punkte, wenn die gegebenen Punkte reell sind; das 
System von Kreisen hat reelle Grenzpunkte, wenn 
die Kreise sich in imaginären Punkten schneiden. 

Da die Gleichung (8) bei einem gegebenen ltadius r in 
A quadratisch ist, so sieht man in dem Systeme immer zwei 
Kreise auftreten mit einem gegebenen Radius. 

Das System von Kreisen zu construiren, welche durch 
die Schnittpunkte zweier gegebenen Kreise geht, hat keine 
Schwierigkeit, wenn die gegebenen Kreise sich in reellen 
Punkten schneiden. Sind die Schnittpunkte der gegebenen 
Kreise imaginär, so müssen wir uns nach einer die Construc- 
tiou vermittelnden charakteristischen Eigenschaft des Systeme« 
umsehen. 

Aus dem Vorhergehenden wissen wir, dass die von einem 
beliebigen Punkte p der gemeinschaftlichen Secante an die 
gegebenen beiden Kreise gezogenen Tangenten gleiche Länge 
haben. Da aber je zwei Kreise des Systeme« dieselbe ge- 
meinschaftliche Secante haben, so werden auch die von dem 
Punkte p an irgeud zwei Kreise des Systemes gezogenen 
Tangenten von gleicher Länge sein. Mit anderen Worten: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte der ge- 
meinschaftlichen Secante eines Systemes von Krei- 
sen , welche sich in denselben beiden Punkten schnei- 
den, Tangenten an die Kreise zieht, so sind alle von 
gleicher Länge. 

Rein analytisch beweisen wir den Satz wie folgt. Wir 
verstehen unter x und y die Coordinaten eines Punktes p 
auf der gemeinschaftlichen Secante der Kreise, welche des- 
halb der Gleichung /.„ — = 0 genügen. Bringen wir nun 

die Gleichung des Kreises (4) durch Division mit 1 — A auf 

die Normalform, so stellt der Ausdruck ~ — l ^ as Quadrat 
der Länge der vom Punkte p an den Kreis gezogenen Tau- 
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gente [dar. Dieser Ausdruck wird aber nach der vorher-- - 
gehenden Gleichung (9) gleich = 

Der geometrische Ort der Berührungspunkte ist demnach 
ein Kreis mit dem Mittelpunkte p, welcher jeden Kreis des - 
Systemes senkrecht schneidet. Dieser, das System senkrecht 
schneidende, Kreis schneidet auch die beiden Kreise des 
Systemes senkrecht, "deren Radien gleich Null sind. Das 
heisst der Kreis geht durch die Grenzpunkte des Systemes. 
Lassen wir nun den Mittelpunkt p des senkrecht schneiden- 
den Kreises auf der gemeinschaftlichen Secante variiren, so 
erhalten wir ein zweites System vOn Kreisen, welche das ge- 
gebene System senkrecht schneiden. 

Da alle Kreise des zweiten Systemes durch die Grenz- 
punkte gehen, so ist die Verbindungslinie der Grenzpunkte 
des ersten Systemes die gemeinschaftliche Secante des zwei- 
ten Systemes und das zweite System von gleicher Art als 
das erste, an welchem sich dieselben Untersuchungen anstel- 
len lassen. Diese Untersuchungen führen auf den Satz: 

Wenn ein System von Kreisen sich in denselben 
beiden Punkten schneidet, so giebt es ein zweites 
System voh Kreisen, welche das erste System senk- 
recht schneiden und welche Sich unter einander in 
denselben beiden Punkten schneiden. Die Grenz- 
punkte des einen Systemes sind die Schnittpunkte 
des anderen. Sind die Grenzpunkte des einen Sy- 
stemes reell, so sind die Grenzpunkte des anderen 
imagi niir. 

Die folgende Figur giebt ein Bild von Kreisen, die sich 
in denselben imaginären Punkten schneiden. Die Verbin- 
dungslinie ihrer Mittelpunkte stejit senkrecht auf der gemein- 
schaftlichen Secante, auf welcher der Mittelpunkt p des das 
System senkrecht schneidenden Kreises liegt. Von den das 
System senkrecht schneidenden Kreisen ist nur der punktirte 
Kreis mit dem Mittelpunkte p verzeichnet. 

Wenn es sich darum handelte, das System der Kreise 
(4), welche sich in denselben beiden Punkten schneiden, ein- 
facher darzustellen, so würde es Vortheil bringen, wenn man 
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an Stelle der gegebenen beiden Kreise die beiden Kreise des 
Syslemes nähme, deren Radien gleich Null sind und welche 
das System der Kreise (4) ebenso bestimmen als die gege- 
benen beiden Kreise. Nimmt man diese Kreise für die ge- 

Fig. 15. 

/> 



gebeneu und sind 0' und 1' ihre Mittelpunkte, so geht die 
Gleichung (8), durch welche der Radius r des aus dem Systeme 
genommenen Kreises (6) bestimmt wird, über in: 

_ lo't'n 

Da diese Gleichung ungeändert bleibt, wenn man für A setzt 
- , so werden — A/r, = 0 und A k 0 — = 0 die Glei- 

chungen der Kreise von gleichen Radien sein, welche zu 
beiden Seiten der gemeinschaftlichen Secante liegen. Wir 
verzichten jedoch auf den angedeuteten Vortheil. 

Um weitere Eigenschaften des betrachteten Systemes von 
Kreisen (4) zu ermitteln, schreiben wir nach Vorschrift von 
(9) der vorhergehenden Vorlesung die Gleichungen der Po- 
laren eines durch seine Coordinaten x, y, gegebenen Punktes 
hin, für die gegebenen beiden Kreise (3) und für den Kreis 
(4), dessen Mittelpunkt a, b und dessen Radius r in (5) ana- 
lytisch ausgedrückt sind: 

P„ = (x — «„) (x, - a„) + (y — b„) (y, — b n ) — r,; 1 = 0 
(11) P, — (» — «,) (x, — a,)+ (y — b t ) (y, — &,) - r, l = 0 
P == (x — a ) (x, — a) -f (y — b) (y, — b) — r 2 = 0. 

Von diesen drei Gleichungen wird die dritte mit 1 — A 
multiplicirt erhalten, wenn man von der ersten die mit A 
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multiplicirte zweite Gleichung abzieht. Es beweiset dieses, 
dass die Polare des Kreises (4) durch den Schnittpunkt der 
Polaren der beiden Kreise (3) geht. Da aber der Kreis (4) 
das ganze System von Kreisen repriisentirt, so haben wir 
den Satz: 

Die Polaren eines beliebig gegebenen Punktes 
in einem Systeme von Kreisen, welche sich in zwei 
festen Punkten schneiden, gehen durch einen und 
denselben Punkt. 

Der letztere Punkt ist harmonischer Pol zum gegebenen 
Punkte in jedem Kreise des Systeines. Wir können deshalb 
auch sagen: 

Jeder gegebene Punkt hat einen ganz bestimm- 
ten harmonischen Pol in einem System von Krei- 
sen, welche sich in denselben beiden Punkten 
schneiden. 

Mit dem Beweise des erst genannten Satzes wird man 
wenig zufrieden sein, weil es den drei Grössen P nicht un- 
mittelbar anzusehen ist, dass zwischen ihnen die identische 
Relation P„ — AP, zr (1 — A) P besteht, auf Grund welcher 
der Satz hervorging, sondern dass man erst durch eine Rech- 
nung, wie sie in dem Laufe der Vorlesungen nicht verlangt 
wurde, jene Relation verificiren muss. Wir werden deshalb 
einen eleganteren Beweis folgen lassen, der hervorgehen wird 
aus einer dazu geeigneteren Darstellung der Gleichung der 
Polare, von der wir auch in dem Folgenden vielfältigen Ge- 
brauch machen werden. 

Wenn wir mit k und P die Ausdrücke bezeichnen: 

(v >) a)’ -t- (ij — bf - r 1 

K w ' P ( x — a) (x, — a) -f (y — b) (y, — b ) — r 2 , 

so ist nach dem Vorhergehenden P = 0 die Gleichung der 
Polare des Punktes x, y y in dem Kreise k = 0. Um nun 
dem Ausdrucke P eine andere Gestalt zu geben, bemerken 
wir, dass die Ausdrücke: 

(x — a) 2 — 2 (x — a) (x, — a) + (#j — «) 2 — (x — x,) 2 
(V *- h) ! - 2(y - 6) (y t - b) + (y t - i) 2 - (y - « ,,) 2 
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identisch verschwinden. Addiren wir sie zu 2 P, so erhal- 
ten wir: 

2P = {(*-«)* + (y-6)*-r’} + {(*,-«)’+(*, -6)W} 

— (* — *i) 2 — (y — yd 2 

einen Ausdruck für 2 P, dessen erstes Glied k ist, dessen 
zweites Glied aus k erhalten wird, wenn man darin für x 
und y die Ooordinaten des Poles setzt. Bezeichnen wir dem- 
nach den letzteren Ausdruck mit [£], so haben wir: 

* (13) . . 2 P= k + (*] - (* - x,Y - (y - y t y 
und darauf hin den Hatz: 

Wenn lc= 0 die Gleichung eines Kreises in der 
Normalform ist und x u t/, die Coordinaten eines be- 
liebig gegebenen Punktes, so ist: 

(14) ... k + [*] - (* - x,y - (y - y,y = 0 

die Gleichung der Polare des gegebenen Punktes. 

Bilden wir nun nach dieser Regel die" Gleichungen der 
Polare des gegebenen Punktes für die Kreise k t) = 0 , /., == 0 
und k„ — A/i, = 0 und bemerken, dass die letzte Gleichung 
durch Division mit (1 — A) auf die Normalform zurückgeführt 
wird, so linden wir: 

2 — *• + L*oJ — (* — )* — {y — 2/1 y = o 

(15) 2 p, *, + L*.] - (* - - (y - y,) 2 = 0 

2 p + M-JJM _ ( X _ Xl y _(y_ Vl y = o. 

Die oben genannte Relation P 0 — AP, — (1 — A) P, aus 
welcher der zu beweisende Satz hervorging, liegt hier zu 
Tage. Denselben Satz kann man übrigens auch aus der 
dritten Gleichung (15) allein ablesen, wenn man bemerkt, 
dass diese Gleichung sowohl linear in A ist, als in Rücksicht 
auf die variabelen Coordinaten. 

Um die bewiesene Relation auf eine andere Art zu deu- 
ten, erinnern wir daran, dass die erste Gleichung (15). die 
Bedingung eines durch die Coordinaten x, y und x l} y t ge- 
gebenen Polenpaares des Kreises 7c„ = 0 ausdrückt. Die zweite 
und die dritte Gleichung sind die Bedingungen desselben 
Polenpaares für den Kreis = 0 und den Kreis k 0 — A/i, — 0. 
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Da mm die dritte Gleichung (15) aus den beiden ersten folgt, 
so beweiset das den Satz: 

Wenn ein Punktepaar ein Polenpaar ist für 
einen Kreis und zugleich für noch einen Kreis, so 
ist das Punktepaar Polenpaar für jeden Kreis, der 
durch die Schnittpunkte der beiden Kreise geht. 

Nach diesem Satze hat es keine Schwierigkeit, Polen- 
paare für das ganze System von Kreisen zu construiren, . 
welche sich in zwei Punkten schneiden. Ist nämlich ein 
Pol beliebig gegeben , und man construirt die Polaren des 
gegebenen Poles in zwei Kreisen des Systemes, so ist der 
Schnittpunkt der Polaren der dem gegebenen zugehörige Pol 
für das ganze System von Kreisen. 

Wollen wir ein Polenpaar des Systemes auf einer gege- 
benen geraden Linie construiren, so werden wir die gerade 
Linie durch zwei Kreise des Systemes schneiden lassen und 
dasjenige I’uuktepaar fixiren, welches harmonisch ist mit dem 
einen Schuittpuuktepaar wie mit dem anderen. Da das lixirte 
Puuktepaar Polenpaar ist für beide Kreise, so ist es nach 
dem letzten Satze Polenpaar für jeden Kreis des Systemes, 
das heisst, jeder Kreis des Systemes wird von der gegebenen 
geraden Linie in einem Puuktepaarc geschnitten, welches 
harmonisch ist mit dem fixirten Punktepaare. Gehen wir 
auf die Definition der Involution zurück, -so erkennen wir in 
der gegebenen Auseinandersetzung den Satz: 

Drei Kreise, von welchen jeder durch zwei be- 
liebig gegebene Punkte geht, schneiden jede gerade 
Linie in Punktepaaren der Involution. 

Wir lenken unsere Aufmerksamkeit noch einmal auf die 
beiden ersten Gleichungen (15), den Bedingungen eines Polen- 
paares x y und x t ?/, der Kreise k 0 = 0 und fc, = 0 und, 
nach dem gegebenen Satze, sämmtlicher Kreise des Systemes. 
Ziehen wir die eine Gleichung von der anderen ab, so er- 
halten wir: 

( 16 ) -*,=*- {[_*<,] - [*,]} 

eine Gleichung, welche sich ebenfalls geometrisch deuten lässt. 
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Wir bemerken zu diesem Zwecke, dass die Gleichung 
(9) der gemeinschaftlichen Secante des Systemes Kreise nicht 
die Normalform der Gleichung einer geraden Linie hat, dass 
wir sie aber durch Multiplication mit einem bestimmten Jb'actor 
auf die Normalform zurütkführen können, in welcher der 
linke Theil der Gleichung die negative Entfernung eines be- 
liebigen Punktes von der gemeinschaftlichen Secante aus- 
driiekt. Multipliciren wir nun die Gleichung (16) mit diesem 
Factor, so stellt der linke Theil der Gleichung die negative 
Entfernung des Poles xy von der gemeinschaftlichen Secante 
dar, der rechte Theil derselben Gleichung die positive Ent- 
fernung des Poles x { y { von derselben Secante und die Glei- 
chung drückt analytisch den Satz aus: 

Harmonische Pole eines Systemes von Kreisen, 
welche sich in zwei beliebig gegebenen Punkten 
schneiden, stehen von der gemeinschaftlichen Se- 
cante der Kreise auf beiden Seiten derselben gleich 
weit ab. 

Wir drücken diesen Satz nur anders aus, wenn wir sagen: 

Die Verbindungslinie eines jeden Polenpaares 
in einem System von Kreisen, welche sich in den- 
selben beiden Punkten schneiden, wird von der 
gemeinschaftlichen Secante der Kreise halbirt. 

An zwei mit ihren Mittelpunkten 0 und 1 und ihren 
Kadien r„ und r, gegebene Kreise (3) lassen sich vier ge- 
meinschaftliche Tangenten legen. Diese Tangenten paaren 
sich, indem das eine, wie das andere Paar sich auf der 
Centralaxe, der Verbindungslinie der Mittelpunkte 0 und 1, 
schneiden. • 

Liegt der Schnittpunkt q auf der Verlängerung der 
Centralaxe, so heissen die Tangenten äussere Tangenten, 
wenn der Schnittpunkt q, auf der Centralaxe selbst liegt, 
innere Tangenten der Kreise. Die bezeichneten Punkte 
q auf der Verlängerung der Centralaxe und q { auf der Cen- 
tralaxe selber heissen der äussere und der innere Aehn- 
lichkei tspunkt der gegebenen Kreise. Aus der Aehnlich- 
keit der Dreiecke in der Figur sieht man, dass das Verhältniss 


Digitized by Google 



202 


Vierzehnte Vorlesung. 


der Abstände der Aehnlichkeitspunkte von den Mittelpunkten 
0 und 1 der Kreise ist : r, oder r 0 : — r t . Da nun die 
Gleichung (7) mit dem willkürlichen Factor A j<jden Punkt 



der Centralaxe, also auch die Aehnlichkeitspunkte darstellt, 
so haben wir für den äusseren Aehnlichkeitspunkt A = — 


und für den inneren Aehnlichkeitspunkt 
ihre Gleichungen: 


A = — — und daher 
n 


( 17 ) — Ai = 0 , — 4 - = 0 . 

v ' r 0 r, ’ r„ 1 r, 

Aus der Form dieser Gleichungen ist ersichtlich, dass 
die Aehnlichkeitspunkte harmonisch sind zu den Mittelpunk- 
ten A a = 0, A, — 0 der Kreise. 

Wir werden nun Aufgaben stellen und lösen, welche 
den Zweck haben, die beschriebene Figur zweier Kreise und 
ihrer gemeinschaftlichen Tangenten analytisch wieder zu 
geben und die Entwickejung weiterer Eigenschaften der Figur 
vorzubereiten. 


Es sind die Gleichungen zweier Kreise gegeben 
in der Normalform k n — 0, 1c t =0, gesucht wird die 
Gleichung der Polare des Mittelpunktes des letz- 
teren Kreises in dem ersten. 


Nach (14) ist die Gleichung der Polare eines beliebigen 
Punktes x i y x in dem Kreise k 0 — 0: 

A + L fc ol — (® — ab)* — (y ~ Vif = o, 

) i 

daraus ergiebt sich nun zunächst, wenn man für x, y t die 
Coordinaten <i, b j des Mittelpunktes des zweiten Kreises setzt: 

A + [A] — A'| — r, 2 = 0 

«i hi 
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und schliesslich die Gleichung der gesuchten Polare: 


(18) ...... fco - *, + L*o l + £*.]= 0. 

Es sind die Gleichungen zweier Kreise fc 0 = 0, 
fc, = 0 und die Gleichungen ihrer Mittelpunkte 
A„ — 0, A t = 0 gegeben in der Normalform, gesucht 


wird die Polare eines beliebigen, durch die Glei- 
chung A„ — XA t = 0 gegebenen Punktes der Central- 
axe der Kreise in dem ersten Kreise. 

Der auf der Centralaxe gegebene Punkt ist der Mittel- 
punkt eines Kreises, dessen Gleichung in der Normalform ist: 



Setzen wir daher für fc, in der Gleichung (18) den linken 
Theil der angegebenen Kreisgleichung, so erhalten wir die 
Gleichung der gesuchten Polare. Diese Gleichung lässt sich 
ohne Schwierigkeit auf die Form bringen : 

(19) . . fc, - fc 0 - |0 ip + rp + V - l V = 0, 

wenn wir unter [01] die Entfernung der Mittelpunkte 0 und 
1 der gegebenen Kreise verstehen, deren Quadrat ist [0 1]* 

= («0 — «tP + (fco — &,)*• 

Es sind die Gleichungen fc 0 = 0, fc, = 0 zweier 
Kreise in der Normalform gegeben, die Gleichung 
der Polare des äusseren Aehnlichkeitspunktes der 
Kreise in dem Kreise fc„ == 0 zu bestimmen. 

Die gesuchte Gleichung wird aus (19) erhalten, wenn 
wir setzen X = — wodurch jene Gleichung übergeht in: 

fc, - fc„ - [0 ip + (»•■ - r # ) 2 - 0. 

Führen wir der Bequemlichkeit wegen die Bezeichnung ein: 

(20) q = [0 ip - (r, - r n )\ 

von der wir auch im Folgenden Gebrauch machen werden, 
so haben wir die Gleichung der Polare des äusseren 
Aehnlichkeitspunktes der gegebenen Kreise im 
Kreise fc 0 = 0: 

(21) fc, - fco - 2 = 0. 
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Wenn wir in dieser Gleichung — r u für r n setzen, wo- 
durch sich allein q ändert, erhalten wir die Gleichung der 
Polare für den inneren Aehnlichkeitspunkt. Es stellen sich 
also die Gleichungen der Polaren der Aehnlichkeitspunkte 
der gegebenen Kreise in dem Kreise 4 = 0 vollständig hin- 
geschrieben so dar: 

ft, - h ~ {[01] - r 0 + r ,} {+ [01] + r 0 - r,} = 0 

4 — 4 + {[01 ] + »■« + r \) [01] + r 0 -j- = 0 . 

Die Gleichung des äusseren Tangentenpaares zu 
bestimmen, welches den durch ihre Gleichungen 
k„ = 0 und it, = 0 in der Normalform gegebenen 
Kreisen gemeinschaftlich ist. 

Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung die Glei- 
chung (10) des Tangentenpaares gegeben, welches von einem 
durch die Coordinaten x, y, gegebenen Punkte an den Kreis 
k — 0 gezogen werden kann. Nehmen wir für den Kreis 

k = 0 dort den Kreis 4 .«■= 0 hier und adoptiren die bereits 

eingeführten Bezeichnungen (12) und (13), so ist ersichtlich, 
dass die Gleichung des von dem Punkto x, y, an den Kreis 
Jc 0 — 0 gezogenen Tangenten paares sich so darstellen lässt: 

{*'o + 141 — (* — *i) 1 ~ (2/ — J/i) 2 } 2 — 4 4 f.4 | == 0. 

Es wird dieses Tangentenpaar das gesuchte äussere ge- 
meinschaftliche Tangentenpaar der gegebenen Kreise, wenn 
X, und y, die Coordinaten des in (17) angegebenen äusseren 
Aehnlichkeitspunktes werden, das heisst, wenn man sub- 
stituirt : 


a„ a, b„ b, 



»» r t r„ r, 


Die Reduction der angegebenen Gleichung des Tan- 
gentenpaares nach der Substitution auf ihre einfachste Form 
verlangt aber einige Rechnung. Um die Rechnung zu um- 
gehen, bemerken wir, dass, wenn wir den ersten Theil der 
obigen Gleichung gleich 0 setzen: 

4 + [4] — (* “ »i) ? - (?/ ~ 2 /i) 2 = o, 

wir auf Grund von (14) die Gleichung der Polare des äusseren 
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Aejinlichkeitspunkles der gegebenen Kreise im Kreise lc a = 0 
haben; eine Gleichung, welcher wir in (21) die Gestalt ge- 
geben haben : 

Z'i k n q = 0. 

Die linken Theile der beiden letzten Gleichungen sind 
nicht identisch, können aber durch einen Factor C identisch 
gemacht werdeu, so dass man hat: 

K + LK ] — (* — «i)* — {y - yi? — c — /,•„ - g} . 


Um den Factor C in dieser identischen Gleichung zu 
bestimmen, bemerken wir, dass die Substitutionen der an- 
gegebenen Coordinaten x, t/, des äusseren Aehnlichkeitspunk- 
tes in k 


„ und //, diese Ausdrücke übergehen machen in: 

— T s* . , 

to — r u )* 


IK\ 


W " Ol ^ 


■ a- 


Setzen wir in der identischen Gleichung für x und y 
respective .r, und y t , so geht sie über in : 


2|Z-,i] = 6'{|Z- 1 |-[/,„l-ry} 

und wenn wir die angegebenen Werthe von | k u | und |/.,] 
einsetzeit, erhalten wir den gesuchten Werth der Constante: 



Substituiren wir die behandelten Ausdrücke in die Glei- 
• chung des Tangentenpaares, von der wir ausgingen, so er- 
halten wir: 

(23) {/., -*„-g}*- 4*„g-0 f 

oder entwickelt in symmetrischer Form die Gleichung des 
äusseren Tangentenpaares der gegebenen Kreise: 

(24) . V + V + - 2 /.„ - 2 k 0 q — 27c,g = 0. 

Dass dieses Tangentenpaar durch die Schnittpunkte des 

Kreises k„ = 0 und der Polare (21) des äusseren Aehnlich- 
keitspunktes in jenem Kreise geht, ist ersichtlich aus der 
Form der Gleichung (23) des Tangentenpaares, welche erfüllt 
wird, sobald die genannten beiden Gleichungen erfüllt werden. 

Die geometrische Bedeutung der Constante q in der Glei- 
chung (24) ergiebt sich aus der sie definirenden Gleichung 
(20), welche aussagt, dass q das Quadrat der Kathete eines 
rechtwinkligen Dreiecks ist, dessen Hypotenuse die Entfer- 
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nung der Mittelpunkte der gegebenen Kreise von einander 
und dessen andere Kathete die Differenz der Radien dieser 
Kreise ist. Daraus wird ersichtlich, dass q das Quadrat der 
Entfernung der beiden Berührungspunkte einer äusseren ge- 
meinschaftlichen Tangente der Kreise von einander ist. 

Dasselbe lässt sich unmittelbar aus der Gleichung (24) 
beweisen, wenn man sie in irrationale Factoren zerlegt, wie 
folgt : 

C25') {Yh + Yh + Y ( i) { — Yh + Yh + Y'l} 

{Yh — Y&i + Yq} {+ Yh + Y & i ~ Y r i) — o. 

Ein Punkt kann auf dem durch diese Gleichung darge- 
stellten Tangentenpaare nicht liegen, wenn seine Coordinaten 
x, y nicht einen der vier Factoren verschwinden machen. 
Da nun Yh un( ^ Yh die Längen der von dem Punkte an 
die Kreise h 0 = 0 und k t — 0 gezogenen Tangenten aus- 
drücken, so muss die Summe oder die Differenz der Längen 
der Tangenten von einem Punkte des Tangentenpaares eine 
constante Grösse + y'q sein. Das heisst eben, die Entfer- 
nung der Berührungspunkte einer äusseren Tangente von 
einander ist gleich j/q. 

Wir bemerken noch, dass die Gleichung (24) oder (25) 
in die Gleichung des inneren Tangentenpaares der gegebenen 
Kreise übergeht, wenn man — r 0 für r n setzt, wodurch sich 
in diesen Gleichungen nur q ändert. 

Man hat gesehen, dass die Gleichungen der Kreise, 
deren Mittelpunkte beliebig auf der Centralaxe der gegebenen 
Kreise = 0 und = 0 liegen, wenn sie sich in denselben 
Punkten mit den gegebenen Kreisen schneiden, von der Form 
sind: mk„ -f- nl\ = 0. Mau verändert in einer Kreisglei- 
chung nur den Radius des Kreises, wenn man zu derselben 
eine Constante additiv hinzufügt. Es können deshalb die 
Gleichungen aller Kreise, deren Mittelpunkte auf 
der Centralaxe der gegebenen Kreise /.•„ = 0 und 
Z:, =0 liegen, auf die Form zurückgeführt werden: 

(26) mk 0 + nh +j>*=0 

und alle Gleichungen von derselben Form stellen 
Kreise dar, deren Mittelpunkte auf der Centralaxe 
liegen. Unter dev Bedingung m -f- n = 0 stellt die 
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• 

Gleichung (26) jede gerade Linie dar, welche senk- 
recht gegen die Centralaxe ist. 

Von der angegebenen Form ist die Kreisgleichung: 

(27) *. + *,-2-0, 

Sie stellt, wenn wir q variiren lassen, alle Kreise 
dar, deren Mittelpunkte die Centralaxe der gegebe- 
nen Kreise halbiren. 

Auf eine Kreisgleichung von der angegebenen Form führt 
auch die folgende Aufgabe: 

Die Gleichung des Kreises zu bestimmen, der 
durch die vier Berührungspunkte der äusseren Tan- 
genten zweier durch ihre Gleichungen in der Nor- 
malform Z’„ = 0, Z, — 0 gegebenen Kreise hindurch- 
gellt. 

Schreiben wir die Gleichung des äusseren Tangenten- 
paares (24) in der Form hin: 

{*« + *i — 2}' — 4 Z' 0 fc, = 0, 
so können wir daraus scliliessen, dass: 

(28) *» + fc, — 2 = 0 

die Gleichung des gesuchten Kreises sein muss. Denn wenn 
dieser Gleichung eines Kreises genügt wird und zugleich einer 
der gegebenen Kreisgleichuugen Z 0 = 0, = 0, so wird 

auch der angegebenen Tangentengleieluing genügt.- Der Ver- 
gleich der Gleichungen (28) und (27) führt zu dem Satze: 

Der Mittelpunkt des Kreises, der durch die Be- 
rührungspunkte der äusseren gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier Kreise geht, halbirt die Central- 
axe der Kreise. Wenn einer der beiden Kreise den Radius 

0 hat, so ist dieses ein bekannterer Satz der Geometrie. 

Wir specialisiren unsere Kreisgleichung (28), wenn wir 
für die Kreise Ä - 0 = 0 und Z", = 0, deren Mittelpunkte 0 und 

1 sind, die beiden Grenzkreise des Systemes (4) nehmen, 
Z‘„'= 0 und 7c,' = 0, deren Radien gleich 0 und deren Mittel- 
punkte 0' und 1' seien. Die specialisirte Gleichung ist: 

(29) V+*.'-[0't'P=Ö. 

Sie stellt einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt auf der Central- 
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axe der gegebenen Kreise k 0 = 0 und Ä - , = 0 liegt und der 
durch die Grenzpunkte des Systemes (4) geht. Der specia- 
lisirten Gleichung (29) werden wir uns zur zweiten Auflösung 
der folgenden Aufgabe bedienen. 


Es sind die Gleichungen k 0 = 0, /., = 0 zweier 
Kreise in der Nor mal form gegeben, es soll die Glei- 
chung des Kreises bestimmt werden, der durch die 
Grenzpunkte von Kreisen geht, welche sich in den 
Schnittpunkten der gegebenen Kreise schneiden 
und dessen Mittelpunkt auf der Gentralaxe der ge- 
gebenen Kreise liegt. 

Da der Mittelpunkt des gesuchten Kreises auf der Central- 
axe der gegebenen Kreise liegt, so wird die Form der Kreis- 
gleichung die in (26) angegebene sein müssen : 

(30) mftg -(- wfc, -f- j) = 0. 

Es handelt sich also darum, die Goefficieuten tnnp in dieser 
Gleichung zu bestimmen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass 


(3i : 


a n — * «i 
l — l ’ 


y = 


l — i 


die (Joordinaten eines beliebigen Punktes der Gentralaxe der 
gegebenen Kreise sind. Hat A einen Werth, der der quadra- 
tischen Gleichung (10) genügt, deren Wurzeln die Grenz- 
puukte bestimmen, so stellen jene Ausdrücke (31) die Goor- 
di naten eines Grenzpunktes dar. 

Setzt man nun die Ausdrücke (31) für x und y in die 
Gleichung (30), so erhält mau eine quadratische Gleichung 
in A, welche die Schnittpunkte des Kreises (30) und der 
Gentralaxe bestimmt. Da diese Schnittpunkte aber die Grenz- 
punkte sein sollen, so muss die genannte quadratische Glei- 
chung dieselbe sein, als die quadratische Gleichung (10), 
welche die Grenzpunkte bestimmt, das heisst die Goefficien- 
ten der einen nach Potenzen von A entwickelten quadratischen 
Gleichung müssen proportional sein den entsprechenden Goeffi- 
cienten in der anderen entwickelten Gleichung. 

Aus dieser Proportionalität der Goefficient.en gehen nun 
zwei in Kücksicht auf m, n, p lineare und homogene Glei- 
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chuugen hervor, aus welchen sich die Verhältnisse der Un- 
bekannten m t n, p bestimmen lassen. Bestimmt man die- 
selben und setzt ihre Werthe in (30) ein, so erhält man die 
Gleichung des gesuchten Kreises: 

(32) . . . h 0 {[O’lp - V + r,*} + *i {[0 l] 5 + »V - r,*} + P « 0, 
wenn: p = {[0 1] -f r„ -fr,} {— [0 1 j -f r„ + r,} 

{[0 1] — r 0 -f r,} |-f [0 lj -f r 0 — r,} . 

Diese Gleichung geht in die Gleichung (29) über, wenn 
wir für die Kreise k n = 0 und = 0 die Grenzkreise Ä‘ 0 '=*O 
und 7.-,' = 0 mit verschwindenden Radien und den Mittel- 
punkten 0' und 1' nehmen, was als eine Controlle der Rech- 
nung dienen kann. 

Die Herleitung der Gleichung (32) auf dem angegebenen 
Wege erfordert nicht unbeträchtliche Rechnungen. Wir em- 
pfehlen deshalb zur Lösung der vorliegenden Aufgabe den 
folgenden Weg, der die Ausdrucksweise der symmetrischen 
Functionen der Wurzeln A„ und A, der quadratischen Glei- 
chung (10) verlangt. 

Wir gehen von der Gleichung (29) des gesuchten Krei- 
ses aus: 

(33) *.'+ V- [0'1'P = 0. 

Diese Gleichung enthält freilich nicht die Data der Auf- 
gabe. Es wird deshalb unsere Aufgabe sein, diese Data in 
die Gleichung eiuzuführen. Wir bemerken zu diesem Zwecke, 
dass : 

, , A 0 — l 0 k | t / k 0 — Ä,A'i 

A# “ 1 - A 0 > ~ 1 - 1, 

und dass die Summe dieser Ausdrücke von lc 0 ' und Jc t ' eine 
symmetrische Function der Wurzeln der quadratischen Glei- 
chung (10) ist, welche sich durch die Coefficienten in jener 
Gleichung wie folgt darstellen lässt: 

(34) V+*i'--pi ] i{*.{[oip- V+VRMLOip + V-n 2 }}-* 

Ebenso ist der Ausdruck [0' l'P zusammengesetzt aus den 
Coordinaten a n ', b 0 ' und a,', der Grenzpunkte wie folgt: 

[0'1'p = («„' — a t y + (V — V) 2 

eine symmetrische Function der Wurzeln A 0 und A, , weil: 

Hesse, analyt. Geometr. d. Ebene. 2. Aufl. 14 
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_ ' «0 — * 0 »! 

a ° — r-i. » 

.. ' «0 *l«l 

~ 1 - i, » 


W= 

v= 


&Q ~ ip&| 
1-^,. ' 
ho 1 1 ?>| 


Drückt mau auch diese symmetrische Function [0'F| 2 durch 
die Coefficieuteu in der Gleichung (10) aus, so findet man: 


(35) [0' l'p = — 

wo p den in (32) gegebenen Werth hat. 

Setzen wir endlich in (33) die in (34) und (35) gefun- 
denen Ausdrücke ein, so erhalten wir die gesuchte Glei- 
chung (32). 

Wir haben diesen Weg der Auflösung der Aufgabe mit 
grösserer Ausführlichkeit verfolgt, weil er durch die Gleichung 
(35) eine Einsicht giebt in die Bedeutung der Constante p 
in der gesuchten Gleichung (32). Jene Gleichung (35) sagt 
nämlich aus, dass die Constante p in der Gleichung (32) 
negativ genommen gleich ist dem Quadrat des Produktes der 
Entfernung der Mittelpunkte der gegebenen Kreise von ein- 
ander und der Entfernung der Grenzpunkte von einander. 
Die geometrische Bedeutung der übrigen Coefficienten von 
lc u und lc l in der Gleichung (32) ergiebt sich aus ihren Aus- 
drücken von selbst. 

Wenn man mit Q und JJ die Ausdrücke bezeichnet: 

Q = k 0 {\0 1 f - r 0 2 + V} + k t {[0 1 Y + V - V} + P 
’ B=(b 0 — &,) x — (a 0 — «,) y -f (a 0 6, — a, &„), 

welche gleich 0 gesetzt den Kreis (32) und die Gentralaxc 
der gegebenen Kreise lc n = 0 und 7o, = 0 ausdrücken, so 
lassen sich sämmtliehe Kreise, welche durch die Grenzpunkte 
gehen und darum das betreffende System Kreise senkrecht 
schneiden, durch die angegebenen Symbole so darstellen: 


Es ist Q — ft J? = 0 mit dem willkürlichen Factor 
ft der analytische Ausdruck aller Kreise, welche das 
System Kreise k 0 — kk^ = 0 senkrecht schneiden. 

Wenn man von dieser Vorlesung zurückblickt auf die 
vorhergehende, in welcher die Kreisgleichuug in doppelter 
Weise behandelt wurde, in Punktcoordinaten und in Linieu- 
coordiuaten, so möchte man nach der Analogie mit den 


Digitized by Google 



Das Syst. v. Kreisen, welche durch d. Schnittpunkte zweier Kreise gehen. 211 

früheren Vorlesungen in den folgenden eine gleiche Behand- 
lung der Gleichung J: u — A/r, = 0 erwarten unter der Voraus- 
setzung, dass 7r„ = 0 und l\ = 0 die Gleichungen zweier in 
Liniencoordinaten gegebenen Kreise seien. Von einer solchen 
Behandlung müssen wir jedoch hier Abstand nehmen, weil 
jene Gleichung nicht mehr der analytische Ausdruck eiues 
Kreises ist, sondern eines Kegelschnittes, der die vier gemein- 
schaftlichen Tangenten der gegebenen Kreise berührt. 

Wir schliessen die Vorlesung mit der Hinweisung auf 
eine Quelle von empfehleuswerthen Aufgaben, von welchen 
nur einige gelöset vorliegen. 

Man weiss, dass die Gleichung eines jeden Kreises mit 
einem Mittelpunkte auf der Centralaxe der gegebenen Kreise 
/.„ = 0 und 7.^ = 0 und dass die Gleichung jeder geraden 
Linie, welche auf der Centralaxe der gegebenen Kreise senk- 
recht steht, von der Form (26) m k 0 -(- n p — 0 sind. 
Definirt nian nun einen Kreis mit dem Mittelpunkte auf der 
Centralaxe oder eine auf ihr senkrecht stehende gerade Linie 
durch Eigenschaften derselben rücksichtlieh der gegebenen 
Kreise, so erhebt sich jedes Mal die Frage nach den Wer- 
then der Coefficienten m, n, p in der angegebenen Gleichung, 
welche dem Kreise oder der geraden Linie entsprechen. 


Fünfzehnte Vorlesung. 

Das System von Kreisen, welche von einem 
Kreise senkrecht geschnitten werden. Das 
Problem der Berührung eines Kreises an drei 
gegebenen Kreisen. 

Im Anschlüsse an die Bezeichnungen (1) und (2) der 
vorhergehenden Vorlesung gehen wir von den Gleichungen 
dreier gegebenen Kreise aus: 

(1) *n = 0, £,=<), k 2 = 0, 

deren Mittelpunkte durch die Gleichungen analytisch ausge- 
drückt werden: 

(2) Ä 0 = 0, A, = 0, A 2 = 0. 

u* 
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Wir bilden aus den gegebenen Kreisgleichungen die Glei- 
chung mit den unbestimmten Coefficienten A , ft: 

(3). + i-K + ^ = 0 

und bemerken, dass diese Gleichung den Bedingungen (3) 
der dreizehnten Vorlesung für einen Kreis genügt, weshalb 
die Gleichung (3) wieder einen Kreis darstellt. Seine Glei- 
chung wird durch Division mit (1 -f- A -f- ,u) auf die Normal- 
form zurückgeführt.. 

Die Coordinaten des Mittelpunktes a, b dieses Kreises 

(3) werden durch Entwickelung der Kreisgleichung nach Vor- 
schrift von (4) der dreizehnten Vorlesung gefunden: 

Oo tg| -|- ftq, i b„ + pb t 

1 -M 4- ft ’ 1 + * + (* ’ 

woraus sich die Gleichung des Mittelpunktes des Kreises (3) 
ergiebt: 

(4) A + A-A-i -{- ftMj = 0. 

Da diese letzte Gleichung jeden beliebigen Punkt dar- 
stellt, so können wir sagen, dass die Gleichung (3) mit 
den unbestimmten Factoren A und ft einen Kreis 
darstelle mit einem beliebigen Mittelpunkte. 

Was den Radius dieses Kreises anbetrifft, so ist er nach 

(4) der dreizehnten Vorlesung ein ganz bestimmter Ausdruck 
in A und ft, also durch seinen Mittelpunkt bestimmt. Es 
stellt demnach die Gleichung (3) nicht jeden beliebigen Kreis 
dar. Bemerken wir aber, dass durch Hinzufügung einer be- 
liebigen Constante in der Gleichung eines Kreises sich nur 
der Radius des Kreises beliebig ändert, so können wir sagen : 

Die Gleichung mit den willkürlichen Constan- 
ten x, A, ft, v: 

(5) ....... xA'q — |— AA’j -j- ftifej ^ == ^ 

stellt jeden beliebigen Kreis und jede beliebige ge- 
rade Linie dar. 

Denn wenn x -f- A -f- ft = 0 wird, so geht der Kreis in 
eine gerade Linie über und von den vier willkürlichen Con- 
stanten x, A, ft, v des Kreises bleiben nur drei übrig. 

Wir heben diesen Satz hervor als eine Quelle weiterer 
Aufgaben, wie wir sie am Ende der vorhergehenden Vor- 
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lesuug in Vorschlag gebracht haben; ja, wir behaupten, dass 
auf dem angegebenen Satze sich eine neue Behandlungsweise 
der analytischen Geometrie der geraden Linie und des Kreises 
gründen lässt. 

Da die Kreise (3) nicht ganz willkürlich sind, so werden 
wir die charakteristische Eigenschaft des Systemes (3) zu er- 
forschen haben. 

Ziehen wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (1) der 
gegebenen Kreise, welche ebenfalls dem Systeme (3) ange- 
hören, von einander ab, so erhalten wir: 

(6) . . ifcj — 1c 2 == 0, — faß = 0, Jvq — Ä'| = 0 

die Gleichungen der gemeinschaftlichen Secanten je zweier 
gegebenen Kreise. Dass die Summe der drei Gleichungen 
(6) identisch verschwindet, beweiset den Satz: 

Die gemeinschaftlichen Secanten je zweier 
Kreise von drei gegebenen Kreisen schneiden sich 
in demselben Punkte C, genannt das Centrum der 
gemeinschaftlichen Secanten. 

Nehmen wir ans dem System (3) irgend zwei Kreise, 
deren Gleichungen auf die Normalform zurückgeführt sein 
werden : 

fr + **i "M“®* __ <) *o ~4~ ~b p'kj n 

1 + * + /* ’ 1 + A + (*’ ’ 

und ziehen die Gleichungen von einander ab, um die Glei- 
chung der gemeinschaftlichen Secante der beiden Kreise zu 
bilden, so sehen wir, dass die gebildete Gleichung linear 
zusammengesetzt ist aus den Gleichungen (6), woraus wir 
schliessen : 

Die gemeinschaftlichen Secanten je zweier 
Kreise des Systemes (3) schneiden sich in dem Cen- 
trum C der gemeinschaftlichen Secanten der ge- 
gebenen Kreise. 

Wir wollen nicht unterlassen zu bemerken, dass die ge- 
meinschaftliche Secante zweier Kreise des Systemes nach der 
Zusammensetzung ihrer Gleichung sich betrachten lässt als 
ein Kreis des Systemes, dessen Radius unendlich gross ist, 
weshalb man auch sagen kann, dass die Kreise des Systemes 
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» 



mit unendlich grossem Radius sich in dem Ceutrum C 
schneiden. Die Frage nach den Kreisen des Systemes, deren 
Radien 0 sind, liegt dann nahe. Die Beantwortung dieser 
Frage wird sich im Folgenden von selbst ergeben. Die weitere 
Frage nach den Kreisen des Systemes von gleichen Radien 
soll hiermit nur angeregt sein. 

Der hervorgehobene Satz giebt ein Mittel, jeden belie- 
bigen Kreis des Systemes (3) zu construiren. Suchen wir 
nämlich denjenigen Kreis des Systemes, dessen Mittelpunkt 
ein gegebener Punkt sein soll, so werden wir von dem Cen- 
trum C der gemeinschaftlichen Secanten der gegebenen Kreise 
ein Loth auf die Centralaxe des gesuchten und eines der ge- 
gebenen Kreise zu fällen haben. Die Schnittpunkte des Lo- 
thes mit dem gegebenen Kreise werden Punkte der Peripherie 
des gesuchten Kreises sein, denn das Loth ist die gemein- 
schaftliche Secante der beiden Kreise. 

Wenn wir unter x und y die Coordinaten des Centrums 
ü versteheu, so erfüllen sie sämmtliche Gleichungen (G), weil 
die durch jene Gleichungen dargestellten geraden Linien sich 
in dem Punkte C schneiden. In dieser Voraussetzung ist: 

— ^'l — ^ 2 ) 

was wir geometrisch so deuten: 

Die von dem Centrum der gemeinschaftlichen 
Secanten dreier gegebenen Kreise an die Kreise 
gezogenen Tangenten sind von gleicher Länge. 

Man kann demnach durch die Berührungspunkte der 
von dem Centrum C an die drei gegebenen Kreise gezogenen 
Tangenten einen Kreis legen, dessen Mittelpunkt C und des- 
sen Radius von der Länge einer jener Tangenten sein wird. 

Dieser Kreis schneidet jeden der gegebenen 
Kreise senkrecht. Sein Mittelpunkt ist durch zwei von 
den Gleichungen (G) bestimmt, sein Radius q gleich der 
Länge einer jener Tangenten, durch die Gleichung p J = 
in welcher unter [/ 0 ] der Ausdruck Je 0 zu verstehen ist, in 
welchem für die variabelen Coordinaten die Coordinaten des 
Mittelpunktes gesetzt sind. 

jS’ehraen wir die Gleichung (3) irgend eines Kreises 
des betrachteten Systemes und führen sie durch Division mit 
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1 -f- A -f- fx. auf die Normalfonn zurück, so wird der linke 
Theil, wenn man in demselben für die variabelen Coordi- 
naten die Coordinaten des Centrums setzt, den Werth [/.•„] 
annehmen, weil für diese Coordinaten k 0 — lc t =k 2 — |/o 0 | ist. 
Daraus ziehen wir die Schlüsse: 

Die von dem Centrum der gemeinschaftlichen 
Secanten dreier gegebenen Kreise (1) an die Kreise • 
des Systemes (3) gezogenen Tangenten sind von 
gleicher Länge. 

Alle Kreise des Systemes (3) werden von einem 
und demselben Kreise senkrecht geschnitten, dem 
Orthogonalkreise des Systemes. 

Dass es ausser den Kreisen des Systemes (3) keinen Kreis 
giebt, der von dem Orthogonalkreise senkrecht geschnitten 
wird, lässt sich so nachweisen. Wir nehmen an, dass ein 
Kreis (5) ausserhalb des Systemes von der genannten Eigen- 
schaft sei. Bringen wir dann die Kreisgleichung (5) durch 
Division mit x -f- A -| - p auf die Normalform, so muss der 
linke Theil der Kreisgleichung den Werth [Ä 0 ] annehmen, 
wenn wir in demselben für die variabelen Coordinaten die 
Coordinaten des Centrums C setzen. Dieses ist aber, da 
1 7i. 0 ’| = [fcj] = [Ä' 2 ] , nicht möglich, wenn nicht v = 0 ist. 

Hierauf gründet sich nun eine zweite Construction eines 
beliebigen Kreises des Systemes (3) mit Hülfe des Ortho- 
gonalkreises. Zieht man nämlich irgend zwei Radien des 
letzteren Kreises und construirt irgend einen Kreis, der von 
den beiden Radien in ihren Endpunkten berührt wird, so ist 
dieser ein Kreis des Systemes. 

Daraus ist wiederum ersichtlich, dass der Orthogonal- 
kreis der geometrische Ort ist für die Mittelpunkte 
derjenigen Kreise des Systemes, deren Radien gleich 
0 sind, und dass seine Peripherie die Grenze bildet 
für die Mittelpunkte der Kreise des Systemes, die 
reell oder imaginär sind. 

Wenn wir uns nun die Aufgabe stellen: 

Die Gleichung des Kreises zu bestimmen, der die 
gegebenen Kreise (1) orthogonal schneidet, 
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so ist diese Aufgabe durch das Vorhergehende als gelösot 
zu betrachten. Denn zwei von den Gleichungen (6) geben die 
Coordinaten des Mittelpunktes C des gesuchten Kreises und 
sein Radius p ist bestimmt durch die Gleichung p 2 = |Ä* 0 ]. 
Aus diesen Elementen lässt sich aber die Gleichung des ge- 
suchten Kreises zusammensetzen. 

Wir müssen uns begnügen, die Bildung der gesuchten 
Kreisgleichung anzugeben; die vollständig ausgerechnete Kreis- 
gleichung würde einen zu grossen Umfang haben. 

Die eben genannte Gleichung des Orthogonalkreises ist 
nicht von der Form (5). Wir wollen daher noch einen Weg 
angeben, auf dem man zur Gleichung des Orthogonalkreises 
in jener Form gelangt. 

Unter den Kreisen des Systemes (3) giebt es einen Kreis, 
dessen Mittelpunkt das Centrum C, der Mittelpunkt des 
Orthogonalkreises, ist. Die Gleichung dieses Kreises (3) hat 
mit den ihm entsprechenden Werthen von A und ft bereits 
die Form (5). Addirt man zu dieser Kreisgleichung eine 
beliebige Coustante, so erhält man die Gleichungen aller mit 
dem Orthogonalkreise concentrischen Kreise. Ein bestimmter 
Werth der Coustante wird dem Orthogonalkreise entsprechen. 
Diesen Werth wird man festzustellen haben. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir daran, dass der Radius 
p des Orthogonalkreises ausgedrückt ist durcli die Gleichung: 

P 2 = [^o] = [*,] = [*,], 

dass ferner die auf die Normalform zurückgeführte Gleichung 
des mit dem Orthogonalkreis concentrischen Kreises des 
Systemes, dessen Radius r sei: 

f-v\ ~4~ A fc| -j- ft ^ 

^ ' l + l + fi 

Bemerken wir nun, dass wenn man in dem linken Theile 
einer in der Normalform gegebenen Kreisgleichung für die 
variabelen Coordinaten die Coordinaten des Mittelpunktes 
setzt, derselbe das negative Quadrat des Radius des Kreises 
ausdrückt, so finden wir für den vorliegenden Kreis (7), des- 
sen Radius r: 

(8)....... -r* = [*.] = [*,]_[*,]. 

Wir haben demnach den Satz: 
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Zwischen dem Radius p des Orthogonalkreiscs 
des Systemes (3) und dem Radius r des mit ihm con- 
centrischen Kreises des Systeines existirt die Re- 
lation: 

(9) p* + r 2 = 0. 


Addiren wir hiernach zur Gleichung (7) des mit dem 
Orthogonalkreise concentrischen Kreises 2 r~, so erhalten wir 
die Gleichung des Orthogonalkreises in der gewünschten Form: 


( 10 ) 


k 0 -| - lfc t -|- (ik t 
1 + t + ft 


+ 2r 2 = 0. 


Die Grössen X und fi in dieser Gleichung sind so zu 
bestimmen, dass ihre VVerthe in die Gleichung (4) eingesetzt, 
diese in die Gleichung des Centrums C der gemeinschaft- 
lichen Secanten übergehen machen. 

Es hat keinen Zweck, die ausgerechnete Gleichung hinzu- 
schreiben. Mau würde sie wegen ihrer grossen Ausdehnung 
doch nicht übersehen und aus ihr auf ihre Natur weitere 
Schlüsse ziehen können. Liegt jedoch die Aufgabe der Er- 
forschung einer nur schwierig übersehbaren Gleichung vor, 
solche Aufgaben drängen sich in der Mathematik nur zu oft 
auf, so giebt es kein Mittel, als die Bildungsweise der Glei- 
chung in das Auge zu fassen und aus ihr Schlüsse zu ziehen 
auf die Natur der vorschriftsmässig zu bildenden Gleichung. 
Mit der ausgerechneten Gleichung würde man sich nur nutzlos 
belästigen. 

Nach dieser Digression kehren wir noch ein Mal zurück 
zu den durch die Gleichungen (1) gegebenen Kreisen. 

Die Aehnlichkeitspunkte von zweien dieser Kreise haben 
wir in der vorhergehenden Vorlesung durch ihre Gleichungen 
bestimmt. Hiernach werden die Aehnlichkeitspunkte je zweier 
von den gegebenen' drei Kreisen durch die Gleichungen ana- 
lytisch ausgedrückt: 



Es sind dieses Punktgleichungen von derselben Form, 
wie wir sie am Ende der fünften Vorlesung ausführlich unter- 
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sucht haben. Wir wiederholen nur die dort gegebenen Sätze, 
wenn wir uns hier so ausdrücken: 

Von den sechs Aehnlichkeitspunkten je zweier 
von drei gegebenen Kreisen liegen die drei äusseren 
Aeh nlichkeitspunkte auf einer geraden Linie. Jeder 
äussere Aehnlichkeitspunkt und jeder innere Aehn- 
lichkeitspunkt liegen auf einer geraden Linie, die 
wieder durch einen anderen inneren Aehnlichkeits- 
punkt geht. 

Das geometrische Bild der sechs Aehnlichkeitspunkte von 
drei gegebenen Kreisen sind hiernach die sechs Schnittpunkte 
von vier geraden Linien. Diese vier geraden Linien, von 
welchen jede durch drei Aehnlichkeitspunkte der gegebenen 
Kreise geht, werden die Aehnlichkeitsaxen der Kreise 
genannt. Die Aehnlichkeitsaxe, welche durch die drei äusse- 
ren Aehnlichkeitspunkte geht, wollen wir mit dem Namen 
der äusseren Aehnlichkeitsaxe bezeichnen und in Rück- 
sicht auf sie uns die Aufgabe stellen : 

Die Gleichung der äusseren Aehnlichkeitsaxe 
der gegebenen drei Kreise (1) zu bestimmen. 

Um die Gleichung einer geraden Linie, hier der äusseren 
Aehnlichkeitsaxe, zusammenzusetzen, braucht man die Glei- 
chungen von drei geraden Linien, welche nicht durch einen 
und denselben Punkt gehen. Wir wählen die Centralaxen 
der gegebenen Kreise und bilden zu diesem Zwecke die Aus- 
drücke : 

B 0 = (ft, — 6,) x — (a, — a 2 ) y -f- a, b 2 — a 2 b t 

(12) . B l — (&, — &„) x — (a,, — a 0 ) y + a, \ — a 0 b 2 

B 2 = (b 0 —bi)x — (a 0 — a,)y + a 0 b, — a, b 0 , 

von welchen jeder für die Coordinaten von zwei Centren der 
gegebenen Kreise verschwindet. 

Alsdann sind die Gleichungen der Centralaxen 12, 2 0, 
01 der gegebenen drei Kreise (1) der Reihe nach: 

(13) B„=0, B t — 0, B 2 = 0. 

Die Gleichungen von drei geraden Linien, von welchen 
jede ein Kreiscentrum verbindet mit dem äusseren Aehnlich- 
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keitspunkte, welcher auf der Ceutralaxe der beiden anderen 
Kreise liegt, sind von der Form: 

(14) r , -f r t B 1 = 0, r 2 B 2 +r 0 B 0 = Q, r 0 i^ 0 + r,J5,==0. 

Bestimmen wir nun die unbestimmten Coefficienten r 0 r t r. 2 
in diesen Gleichungen so, dass die durch die Gleichungen 
dargestellten geraden Linien durch die genannten äusseren 
Aehnlichkeitspunkte gehen, deren Coordinaten wir aus den 
drei ersten Horizontalgleiehungen (11) entnehmen, so finden 
wir, dass jene unbestimmten Coefficienten den Radien r, r., 
der gegebenen Kreise gleich werden. 

Aus den angegebenen Gleichungen setzen wir endlich die 
Gleichung der gesuchten äusseren Aehnlichkeitsaxe zusammen: 

(15) r 0 B 0 -}- r,jß, -f- = 0. 

Die Gleichungen der drei anderen Aehnlichkeitsaxeu der 
gegebenen Kreise erhält man aus dieser (15) durch Verän- 
derung der Vorzeichen der Grössen 

Die eben gelösete Aufgabe gehört in den Kreis der Auf- 
gaben, die w r ir am Anfänge der Vorlesung empfohlen haben. 
Wir wollen daher die Auflösung (15) noch auf die Form (5) 
zurück führen, wenn wir gleich daraus weiter keiuen Nutzen 
zu ziehen beabsichtigen. Wir beginnen mit der Darstellung 
der Gleichungen der Centralaxen iu jener Form. 

Weun wir gleich die Ausdrücke 7v 0 Ä', h, einführen wollten, 
so würden die gesuchten Gleichungen der Centralaxen der 
gegebenen drei Kreise unnöthig complicirt, weil jene Aus- 
drücke die Radien der Kreise enthalten, von welchen die 
Centralaxen unabhängig sind. Wir werden deshalb mit Vor- 
theil von den Bezeichnungen Gebrauch machen: 

Qo = *. + *o* = (* — «o)‘ + (y - KY 

(16) ... &:=*! + r, 5 - (* - a,f + (y - b t )* 

Qi = h + r Y = (* — a 2 ) 2 + (y — b-if- 

Es sind nun Q, — Q 2 — 0 und Q., — Q 0 = 0 die Glei- 

chungen von zwei ganz bestimmten geraden Linien. Aus 
diesen Gleichungen setzen wir nun mit den willkürlichen 
Coefficienten dp die Gleichung jeder beliebigen geraden Linie 
zusammen : 

{Q\ — Qz) + ^ (^2 — Qo) + f* = 0- 
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Soll diese Gleichung die Centralaxe 1 2 darstellen, so 
müssen die Coefficieuten l, ft so bestimmt sein, dass der 
Gleichung genügt wird sowohl für x = a, und y — 5, als 
für x — a 2 und y — b.,. Bestimmen wir darnach die Werthe 
von k und ft und setzen sie in die Gleichung ein, so ergiebt 
sich die Gleichung der gesuchten Centralaxe 1 2: 

([<> ip - [02]’) (Q, - Q 2 ) - [1 2]’ {Q 2 - Q 0 ) + [1 2]’ ( Q a - Q t ) - 
— [1 2] 2 ([0 2]’ + [0 1]’ — [1 2]’) = 0. 

Wir leiten hieraus die Gleichungen C 0 — 0, C i — 0, 

C' 2 = 0 der gesuchten Centralaxen 12, 2 0, 01 der Reihe 
nach ab: 

C 0 = ([0 1]’- [02]’) (<?, - Q,)- [1 2]’ (Q. 2 -<?„) + [1 2]’ (<? 0 - Q t ) - 

— [1 2]’ ([02]’ + [0 1]’ - [1 2]’) = 0 
(17) C 2 = [20]’(^j — @ 2 ) -f- ([1 2]’ — [10]’)(^ 2 Qa ) — [20]’($ 0 Q t ) — 

— [20]’ ([10]’ -f [1 2]’ - [20]’) = 0 

C- 2 = — [01]* (Q l -Q 2 ) + [0 1]’ (&- Q 0 ) + ([20]’- [2 1 ]’) (<? 0 -<2,) • 

— [0 1]’ ([2 1]’ + [20]’ — [0 1]’) = 0, 

welche Gleichungen die Form (5) annehmen, wenn man nach 
(16) Q 0 Qi Q., ausdrückt durch k Q 7i, Jc 2 . 

Bemerken wir nun, dass die Gleichungen (17) Cq = 0, 

C, = 0, C ? = 0 dieselben Centralaxen darstellen, als die 
Gleichungen (13) J5 n — 0, B { = 0, jß 2 = 0, so können wir 
daraus schliessen, dass sich drei Factoren p„ p, p 2 der Art 
bestimmen lassen müssen, dass man identisch hat: 

C 0 — q 0 JB 0) Cj = C 2 = q 2 B 2 . 

Es bedarf nur der Bestimmung eines dieser Factoren, 
die anderen ergeben sich leicht aus ihm nach dem Bildungs- 
gesetz der Gleichungen. 

Wir setzen die Coefficienten von x in der ersten iden- 
tischen Gleichung auf beiden Seiten der Gleichung einander 
gleich und finden 

— \ Po = («i &2 — Mi) + (Mo — Mi) + (Mi — Mo)- 

Aus diesem Werthe von p 0 und dem erwähnten Bildungs- 
gesetze der Gleichungen schliessen wir weiter, dass sämmt- 
liche Factoren p n o, p 2 , was sich auch ausrechnen lässt, ein- 
ander gleich sind und dass jene identischen Gleichungen sich 
einfacher so darstellen lassen: 
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B 0 = 1 C'o, B { = 1 C t , B 2 = - C„. 

Qo Co * Vo ' 

Setzen wir diese Ausdrücke in die Gleichung (15) der 
äusseren Aehnlichkeitsaxe, so geht dieselbe über in: 

(18) . . i-oG'o + r.C', +r 2 C 2 = 0. 

Wir erhalten aus dieser Gleichung endlich die Gleichung 
der äusseren Aehnlichkeitsaxe in der gewünschten Form (5), 
wenn wir für C 0 C, C 2 ihre Ausdrücke (17) setzen und hierauf 
für Q 0 Q., aus (16) ihre Werthe: 

<?„«=*« + V, Qi-K + ri 2 , Q, = A- 2 + r 2 \ 

Den Pol der äusseren Aehnlichkeitsaxe der ge- 
gebenen drei Kreise (1) in dem Kreise Jc 0 = 0 zu be- 
stimmen. 


In der vorhergehenden Vorlesung haben wir unter (22) 
und (21) die Gleichung der Polare des äusseren Aehnlich- 
keitspunktes der Kreise k l = 0 und A' 0 = 0 in dem letzteren 
Kreise aufgestellt. Bilden wir darnach auch die Gleichung 
der Polare des äusseren Aehnlichkeitspunktes der Kreise 
k 2 == 0 und Je n — 0 in dem letzteren, so haben wir die Glei- 
chungen der beiden Polaren in dem Kreise l' n = 0: 


f 195 - k < ~ k « 1 = 0 

^ ' llOJ‘-(r, - r a f 


— l y 1 n 

[2 0]» - (r, - r 0 )« “ ’ 


die sich in dem zu bestimmenden Pol der äusseren Aehnlich- 
keitsaxe schneiden, weil ihre Pole auf der äusseren Aehnlich- 
keitsaxe liegen. Die aus diesen beiden Gleichungen linear 
zu berechnenden Coordinaten sind demnach die Coordinateu 
des gesuchten Poles. 

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen sehliessen wir 
die Vorlesung mit der Auflösung der Aufgabe: 


Den Kreis zu bestimmen, der drei gegebene 
Kreise (1) berührt. 


Man kann mehrere Auflösungen der Aufgabe finden. 
Um eine bestimmte Auflösung zu fixiren, wollen wir anneh- 
men, dass die gegebenen Kreise ausserhalb von einander 
liegen und dass auch jeder gegebene Kreis ausserhalb des 
gesuchten Kreises liege, wie in der Figur: 
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Wir werden die Coordinaten x, y des Mittelpunktes p 
und den Radius r des Kreises suchen, der die geyebenen 
Kreise (1) berührt. Sie werden mit Rücksicht auf die in 



der vorhergehenden Vorlesung eingeführten Bezeichnungen 
(1) durch folgende Gleichungen bestimmt: 

(20) *o+V=(»-+>«) 2 , /M+V=(r + r,)S Vf-r,»«(r+r,)*, 

welche nichts weiter ausdrücken, als was wir unmittelbar aus 
der Figur absehen, dass: 

I = 0‘ + r 0 ) 2 , [pl] 2 = (r + r t y, [p2] 1 = (r + r 2 )*. 

Die angegebenen drei Gleichungen (20) lösen das Pro- 
blem. Denn berechnen wir aus ihnen die drei Unbekannten 
x, y, r, so erhalten wir die Coordinaten des Mittelpunktes 
und den Radius des gesuchten Kreises. 

Die anderen Lösungen werden aus jenen Gleichungen (20) 
erhalten, wenn man die Vorzeichen der drei Grössen r n r i r 2 
ändert. Da dieses sieben Mal geschehen kann, so haben wir 
8 Auflösungen unserer Aufgabe. 

Von diesen 8 Auflösungen heben wir zwei hervor, näm- 
lich den in Rede stehenden Fall, wenn der gesuchte Kreis 
die gegebenen Kreise ausschliesst, und den Fall, wenn die 
gegebenen Kreise sämmtlich innerhalb des gesuchten Kreises 
hegen. Die dem letzteren Fall entsprechenden Gleichungen 
erhalten wir aus jenen Gleichungen (20), wenn wir für 
r n r v r. t respective setzen — r u , — r, , — r. 2 . Das Gemein- 
same dieser beiden Fälle wird die weitere Behandlung der 
Gleichungen (20) lehren. Aber auch die anderen sechs Fälle 
paaren sich der Art, dass der eine aus dem anderen hervor- 
geht, wenn man die den Grössen r { r 2 zukommenden Vor- 
zeichen in die entgegengesetzten übergehen lässt. 
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Die das Problem lösenden Gleichungen (20) enthalten 
ausser den ersten Potenzen der Unbekannten noch die Qua- 
drate derselben. Letztere eliminiren wir, wenn wir je zwei 
Gleichungen von einander abziehen. Dadurch erhalten wir 
die drei linearen Gleichungen: 

(21) k t — k i —2r(r l — r t ) , k 2 — fc 0 =2r(r s — r 0 ), k n — Jt,=2r(r 0 — r,), 
weiche aber nur die Stelle von zwei Gleichungen zur Be- 
stimmung der Unbekannten vei’treten, weil ihre Summe iden- 
tisch 0 giebt. 

Wenn wir nun mittelst zweier von diesen Gleichungen 
die Coordinaten x, y linear durch r ausdrücken und diese 
Ausdrücke für x und y in eine von den Gleichungen (20) 
setzen, so erhalten wir eine quadratische Gleichung in r. 

Diese quadratische Gleichung hat mau aufzulösen. Die eine 
Wurzel der Gleichung wird der Radius des gesuchten Kreises 
sein. Welche geometrische Bedeutung die andere Wurzel hat, 
werden wir zu untersuchen haben. 

Multipliciren wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (21) 
der Reihe nach mit r 0 , r 17 r 2 und addiren, so erhalten wir: 

(22) . r 0 (/<;, — k 2 ) + r , (k., — 7«; 0 ) + r. 2 (Jc 0 — /.’,) =0 

die Gleichung einer geraden Linie, wenn wir die Coordinaten 
x , y als Variabele betrachten. 

Auf dieser geraden Linie liegt der Mittelpunkt des ge- 
suchten Kreises, weil seine Coordinaten eben der Gleichung 
genügen. Der Kreis mit seinem Mittelpunkt wird ein an- 
derer, niimlicli der zweite oben hervorgehobene Fall, wenn 
wir die Vorzeichen sämmtlicher Grössen r a r l r 2 ändern, aber 
die Gleichung (22) und die gerade Linie, die sie darstellt, 
ändern sich dadurch nicht. Daraus schliessen wir, dass die 
Mittelpunkte der beiden Kreise auf der geraden Linie (22) 
liegen. 

Beachten wir ferner die Zusammensetzung der Gleichung 
(22) aus den Gleichungen (6) der gemeinschaftlichen Secan- 
ten, die sich in ihrem Centrum C schneiden, so sehen wir, 
dass auch das Centrum C der gemeinschaftlichen Secanten 
der gegebenen drei Kreise auf dieser geraden Linie (22) liegt. 

Eine zweite Eigenschaft der geraden Linie (22) ergiebt 
sich aus dem Produkt ihrer Gleichung und der Gleichung (15) 
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der äusseren Aehnlichkeitsaxe der gegebenen Kreise. Da in 
der Entwickelung des Produktes, wie leicht zu erkennen, die 
Coefficienten von x 1 und y 1 gleich, aber von entgegengesetz- 
ten Vorzeichen sind, so folgt daraus, dass die genannten 
beiden geraden Linien auf einander senkrecht stehen. 

Mit der Erweiterung der gemachten Bemerkungen auf 
die anderen Aehnlichkeitsaxen der gegebenen drei Kreise 
geben wir dieselben in dem Satze kurz wieder: 

Wenn man von dem Centrum der gemeinschaft- 
lichen Secanten dreier gegebenen Kreise Lothe fällt 
auf die vier Aehnlichkeitsaxen der Kreise, so liegen 
auf jedem der vier Lothe zwei Mittelpunkte der die 
gegebenen Kreise berührenden 8 Kreise. 

Fällen wir demnach von dem Centrum C der gemein- 
schaftlichen Secanten der gegebenen drei Kreise ein Loth 
auf die äussere Aehnlichkeitsaxe derselben, so wissen wir, 
dass die Mittelpunkte der beiden hervorgehobenen Berührungs- 
kreise auf diesem Lothe liegen. Da die Bestimmung der 
Mittelpunkte selbst aber, wie wir gesehen haben, auf eine 
quadratische Gleichung zurückführt, so ist die Construction 
derselben nicht ohne Hülfe eines Kreises ausführbar. 

Wir wählen als Mittel hierzu den gegebenen Kreis 
Jc 0 = 0 , und werden auf ihm den Berührungspunkt zu bestim- 
men suchen. Da der Berührungspunkt, dessen Coordinaten 
x, y sein mögen, auf der Verbindungslinie der Punkte x, y 
und a 0 , b n liegt und von ihnen um r und r n absteht, so haben 
wir die Relationen zwischen den Coordinaten dieser Punkte: 

x = (r + r « ) x ' — ra o v _ (*• + U)y' — rb a 
r„ ’ J ro ' 

Setzen wir diese Werthe von x und y in die beiden 
letzten linearen Gleichungen (21) ein, und beachten, dass 
jeder lineare Ausdruck der Variabelen x, y links vom Gleich- 
heitszeichen durch die angegebenen Substitutionen für die 

Variabelen übergeht in das Produkt ■ ~V— - und des linearen 
Ausdruckes mit der Veränderung von x und y in x und y 
minus dem Produkt von r und demselben linearen Ausdruck 
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mit der Veränderung von x und y in a n und b„, so finden 
wir ohne Rechnung, wenn wir mit kJ, kJ, kJ die Ausdrücke 
k n , k t , Ä 2 bezeichnen, nach Vertauschung der Coordinaten 
x, y mit x, y': 

4“ (V - V) - r (t° 2 ? ~ + '•*) = 2 r (r 2 - r 0 ) 

r 0 r 0 

4— (*>' - *«') - f (- r 0 2 - [0 l] 2 + V) = 2 r (r 0 - r,). 
r 0 r 0 

Woraus nach der Reduction die linearen Gleichungen für 
den Berührungspunkt hervorgehen: 

/oo\ k 0 r o k t k 0 r 

[ 10 ]*— (r,— r 0 )* r+r 0 — [SO]*-<r,-r 0 )« r+r 0 — 

Gleichungen, welche sich von den, den Pol der äusseren 
Aehnlichkeitsaxe im Kreise k n = 0 bestimmenden, Gleichun- 
gen (19) nur durch das Glied yjyy unterscheiden, welches 

dort gleich der Einheit ist. Wir erhalten daher die Gleichung 
derselben geraden Linie, wenn wir die Differenz der Glei- 
chungen (19) oder die Differenz der Gleichungen (23) bilden. 

Die Differenz der Gleichungen (19) stellt eine gerade 
Linie dar, welche den Pol, den die Gleichungen im Kreise 
k n = 0 bestimmen , mit dem Centrum C der gemeinschaft- 
lichen Secauten verbindet. Die Differenz der Gleichungen 
(23) stellt dieselbe gerade Linie dar, welche durch den ge- 
suchten Berührungspunkt des Kreises k 0 — 0 geht. Ziehen 
wir demnach von dem Centrum C der gemeinschaftlichen 
Secanteu der gegebenen Kreise durch den Pol der äusseren 
Aehnlichkeitsaxe im Kreise k Q = 0 eine gerade Linie, so geht 
diese durch den Berührungspunkt des Kreises k 0 = 0. 

Da die Differenz der Gleichungen (23) ungeändert bleibt, 
wenn man die Vorzeichen sämmtlicher Radien r 0 r,r 2 ändert, 
so geht jene gezogene gerade Linie auch durch den Punkt 
des Kreises k 0 = 0, in welchem derjenige Beriihrungskreis, 
der die gegebenen drei Kreise umsehliesst, jenen berührt. 

Hieraus ergiebt sich nun folgende Construction des Mittel- 
punktes und des Radius des, die gegebenen drei Kreise be- 
rührenden, Kreises. 

Wir ziehen eine von den vier Aehnlichkeitsaxen der ge- 
gebenen drei Kreise und bestimmen den Pol derselben in 

Hesse, analyt. Ueometr. d. Ebene. 2. Aufl. 15 
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dem Kreise k 0 — 0. Die Verbindungslinie dieses Poles mit 
dem Centrum C der gemeinschaftlichen Secanten schneidet 
den Kreis k 0 = 0 in zwei Punkten. Der eine Schnittpunkt 
wird der Berührungspunkt eines, der andere der Berührungs- 
punkt eines anderen von den acht Berührungskreisen sein. 

Um den Mittelpunkt des Berührungskreises zu bestim- 
men, ziehen wir einen Radius des Kreises k 0 = 0 durch einen 
jener Berührungspunkte und verlängern denselben, bis er das 
von dem Centrum C auf die Aehnlichkeitsaxe gefällte Loth 
schneidet. Der Schnittpunkt ist der Mittelpunkt des gesuch- 
ten Berührungskreises und sein Radius verbindet den Mittel- 
punkt mit dem Berührungspunkte. 

Die angegebene Construction lässt sich an jedem der ge- 
gebenen Kreise, wie an dem Kreise k 0 = 0, ausführen. Sie 
ist unsymmetrisch. Wir ziehen es daher vor, an die Stelle 
der Construction den durch das Vorhergehende bewiesenen 
symmetrischen Satz aufzustellen: 

Wenn mau von dem Centrum der gemeinschaft- 
lichen Secanten dreier gegebenen Kreise durch die 
Pole einer Aehnlichkeitsaxe in den drei Kreisen 
drei gerade Linien zieht, so schneidet jede dieser 
Linien den Kreis, durch dessen Pol sie geht, in den 
Punkten, in welchen die gegebenen Kreise von zwei 
Kreisen zugleich berührt werden. 

Aus diesem Satze und dem vorhergehenden ist die Con- 
struction des Berührungskreises an drei gegebene Kreise leicht 
abzusehen. 
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